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Introduccion

E ste texto se ha escrito para el curso de Matematica | de la
carrera de Negocios Internacionales del Politécnico Grancolom-
biano—Institucion Universitaria. El trabajo se orienta hacia el uso de
funciones en la construccion de modelos que representen fendbme-
nos o problemas del area de formacion especifica del estudiante.

Se inicia el proceso con una revision del conjunto de los nume-
ros reales en lo referente a operaciones definidas en dicho conjunto,
y sus propiedades. A continuacion se efectlia un estudio conciso de
las relaciones de igualdad y desigualdad en los reales, a través de
diversos tipos de ecuaciones e inecuaciones, y su utilidad en la solu-
cion de problemas.

Fundamentalmente se insiste en la aplicabilidad de un concepto
en contextos variados, sin perder por ello la riqueza que se deriva del
estudio de los elementos que constituyen el concepto, o de las rela-
ciones que se establezcan entre diversos conceptos.

Un supuesto del curso es el conocimiento solido de conceptos
de algebra elemental, pues aunque se hace mencion de algunas te-
maticas particulares, es necesario que el lector—estudiante reconoz-
ca el nivel de dominio de dichos conceptos y asi determine el ritmo
de trabajo a establecer en el desarrollo del curso.

Es importante asumir que, como texto orientador, este material
constituye un apoyo para alcanzar los propositos del curso, y en con-
secuencia se debe complementar el trabajo planteado con la biblio-
grafia que se suministra al final, o con los ejercicios que se plantean
en la clase en interaccion profesor—estudiante.
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Presentacion de los
nUmeros reales

| hacer una introduccibn informal al conjunto de los numeros
reales, se ofrece una representacion grafica de los subconjuntos
que lo constituyen y de las relaciones existentes entre ellos.

‘ CONJUNTO DE NUMEROS REALES
R

NUMEROS RACIONALES: Q NUMEROS

a IRRACIONALES: |

Forma general: —; a,b&Z y b=0
b Decimales infinitos no periodi-

71 cos,/5, /=3, x, e, 420

NUMEROS ENTEROS: Z

.. =3, -2, -1

NUMEROS NATURALES: N

0,1,2,3,4,5...

Los racionales también se pueden expresar en for-
ma decimal finita o infinita periddica.

O EJercicio N° 1

1) Escriba un numero racional no entero.
2) Escriba un numero entero que no sea natural.

Nidia Mercedes Jaimes Gémez
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¢ Es posible encontrar un numero racional e irracional a la vez?
Explique.

¢ Todo natural es entero? Explique.

¢ Todo racional es entero? Explique.

Dado el conjunto A de numeros reales:

5
A={—o.7, /5,/49,0, —3.666...,54—0,42, —N%,%}
Completar en cada caso:

a) Los naturales que pertenecen al conjunto A son:

b) Los enteros que pertenecen al conjunto A son:

c) Los racionales que pertenecen al conjunto A son:

d) Los irracionales que pertenecen al conjunto A son:

Ubicacion de un real en la recta num’ericaJ

Para este curso se va a emplear la aproximacion para ubicar un real
en la recta numeérica.

Ejemplo 1.

Ubicar en la recta real ﬁ .

5

Como%= 0.6, a partir de un punto de referencia 0 se ubica una

unidad de trabajo. Como en este caso el real esta entre los enteros 0
y 1, se divide este segmento en 10 partes iguales y se consideran 6
(ver grafica).

Politécnico Grancolombiano




Matemdticas | 11

Ejemplo 2.
. 10
Ubicar —? en la recta real.

Como —% = -3.3333... se puede aproximar a—3.3. Este es un real

que esta entre los enteros —4 y —3; por lo tanto, este segmento se
divide en 10 partes, de las cuales se consideran 3 (ver grafica).

- I I I I I -
-4 -3 -2 -1 0
_10
3
Ejemplo 3.
Ubicarxr.z en la recta real.
V1.2 =1.095445......~1.1
- | LU .
[ FTTTTTTTTT
0 1) 2

d Euercicio N° 2

1) Ubicar los siguientes reales en la recta numeérica (utilizar aproxi-
macion a una cifra decimal).

50 4
8.) 1.39 b) E C) —7
d) 8/-30 e) —7.06 f) 4.67
3
2) Dado el conjunto B = {1 .7555...,@,%,1 .23,-2.807, 4.0001}

Nidia Mercedes Jaimes Gémez
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a) Los elementos del conjunto B que son:
Naturales
Enteros
Recionales
Irracionales
b) Ubicar cada uno de los elementos del conjunto B en la recta
numeérica

Para cada situacion, muestre tres ejemplos (si existen) de nume-
ros que cumplan las condiciones dadas. Explique su respuesta.

a) Racionales que sean decimales finitos.
b) Racionales que no sean naturales, ni enteros.
c) Naturales inferiores a 7.3.

Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o fal-
sas. Justificar su respuesta.

a) Todo entero es racional.

b) Algun natural no es entero.

c) Todo irracional es real.

d) Algunos racionales no son reales.

Sea A= {-o.zs,-::, 10,9, - 7.4, -8.2}

Escribir los elementos del conjunto A que cumplen:

a) Son naturales

b) Son racionales, pero no enteros.
c) Sonirracionales.

d) Son enteros pero no naturales.
e) Son racionales mayores que —1.

Politécnico Grancolombiano
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Operaciones en el conjunto de los
ndmeros reales

E n el conjunto de nUmeros reales existen dos operaciones: adicion
y multiplicacion, tales que, para cada par de nUmeros reales a 'y
b, la suma a + b y el producto a - b son nUmeros reales.

Ejemplo: Al multiplicar los reales 4/5 y 2 el resultado es un Gnico real,
asi, 4/5 -2 ~2.99 (verificar en la calculadora).

Propiedades de las operacionesJ

Las operaciones definidas en el conjunto de los nUmeros reales sa-
tisfacen las siguientes propiedades:

Para a, b, c € R; se cumple:

1) PROPIEDAD CONMUTATIVA
a+b=b+a y a‘-b=b-a

2) PROPIEDAD ASOCIATIVA

a+b+c=a+(b+c)=(@a+b)+c y ab-c=a(bc)=(ab)c

Efectuar 3.5+4 + (-1) + (-7.5)

Solucion: 3.5 + 4 + (-1)+ (—7.5) Aplicando la propiedad asociativa:
(3.5+4) + ((-1) + (-7.5))

7.5 +(-8.5)

—1

3) PROPIEDAD MODULATIVA

Paratodo realasecumple: a+0=a yla=a

Nidia Mercedes Jaimes Gémez
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4) PROPIEDAD DISTRIBUTIVA

ab +ac =a (b +c). Tambien ba+ca=(b+c)a
Si observa la expresion de la parte izquierda de alguna de estas igual-
dades, se podra dar cuenta que hay dos terminos o sumandos, mien-
tras que en la parte derecha hay dos factores, es decir, la expresion
esta factorizada (la expresion esta en forma de producto).
Ejemplo 1
Utilizando la propiedad distributiva, factorizar la expresion:

mn + mbc + m

Solucion: Como m es un factor comin a los tres téerminos de la suma,
entonces:

mn + mbc + m=m(n +bc + 1)
Ejemplo 2

Comprobar laigualdad r+r+r+r =4r

Solucibn: r+r+r+r Utlizando la propiedad distributiva:
=r (1+1+1+1)
=r4 Utilizando la propiedad conmutativa:
=4r

5) PROPIEDAD INVERTIVA

a) Paratodo a €R, existe —a llamado OPUESTO de a o INVERSO
ADITIVO de a, tal que: a+(-a)=0

NOTA: a + (—a) se escribe en forma equivalente como: a —a
Ejemplo

El opuesto del real —4.56 es 4.56 porque —4.56 + 4.56 = 0

Politécnico Grancolombiano
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b) Paratodo a € R, a = 0, existe un Unico nimero real llamado
reciproco, o inverso multiplicativo, notado por a-, o, 1 tal
a
que: aa'=1

Ejemplo 1

i _3 es ! orque (—E)(—Z) =1
El reciproco de 7 3 porq 7 3
Ejemplo 2:

1 ,X= -1 ¢Por qué?
x+1

El reciproco de x + 1 es

Aplicando las propiedades de numeros reales, se verifican las si-
guientes igualdades

1)—(-a)=a
2)-(a+b)=(-a)+(-b)=-a-b
3)—(a—b)=b-a

4) (—a)b =—ab = a(-b)
5)(—-a)(—b)=ab

Siay b son reales diferentes de cero

o (3

7) @by =a’b™
8) atb=ab™
9) @) '=a

(d Euercicio N° 3

1) Simplificar cada expresion utilizando las propiedades de las ope-
raciones.

a) 3—{-5+5(2+3)-2}5+1
b) 20-7(3+4)-1.5+0.5
c) 100 +50(83—-(-7))2 -1

Nidia Mercedes Jaimes Gémez
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Determinar cuales de las siguientes afirmaciones son verdade-
ras y cuales falsas. Indicar las reglas que se infringen.

-
a) _(a_b) = b ,b=a, b=0
b b-a
-1
O e C)) I - RSP
b b
-1
C) (1?)() =§,X¢O

d) [X+(2V‘*'4):|_1 =27y+;,y¢—2,x;=0

-1 X
e) [x+(2y+4)] =m, y=-2,Xx=0
fy x'—y'= 1 ,X=Y,X=0,y=0

X-y
Utilizando las propiedades de los nUmeros reales, reducir:

a) —(2x+3y)—(-2z-8x+Y)

b) {—~ (m +2n +p)} +{(M + n+ p)}

c) 7-4m+3)+(Mm-52+8

d) —(=(-5x)) + (= (=x+Yy))

e) {—(Bx+3y-1)}—-{(-7x+3)5}

f) m+8(m+5)2-3 +4.5m

g) 21 -9(-d +3)-(5-4d)2-3

h) —2{- (x-y) =3(x+y)} -x+y

i) (a=b)’— (a+2b)(a+3b)

) B(X—y)(x+2y) - (X-y)(X+Y)+ (2x - 3y)*
k) 10-3{(a+2b)°-5+2(a+b)—(3a)’}2—1

Encontrar el error en cada uno de los siguientes procedimientos
y escribir la correccion respectiva

a) —8m +5m + 3y =—3m?+ 3y

b) 3(x+y)=3x+y
C) 7+5(x+7)=12(x+7)=12x + 84

Politécnico Grancolombiano
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Potenciacian

Definicion:
a"=a-a-a-..... -a,, donde n es un entero positivo y a es un numero
P ———

n factores
real. El nUmero real a se llama base y el entero n se denomina
exponente.

a’=1,sia=0
Ejemplos:

1) p°=ppPppPp

0 (3] ~(-3)(-3)-3

3) (a+b)2=(a+b)a+b)

Definicion:
Sia € R, a =0, n entero positivo, entonces

1
a"=—

O tambien: a™ =(a")_1

n

Propiedades de las potencias con exponentes enteros J

Si a, b son reales diferentes de cero y m, n son enteros, se cumple
que:

1) a"-a"=a™" 4) (ab)"=a™b"
a\" a™
2 m n= mn 5 a _<
e (8
3) a_n=am—n
a

Nidia Mercedes Jaimes Gémez




Mateméticas |

Euercicio N° 4

Determinar si las siguientes igualdades son ciertas o0 no y
explicar.

a) 7(a+b)’=7a +7b°

b) 2x2=_1_

2

2x
c) a’b-c)=(a’ b)(@-c)

-1 1 _
d x' +y = Xty
e) Sim=2n, n=r" entonces m’-n*=7r°
f) a(bm)’ = a( b°’m® = ab® + am’
g) (2m —5n)° + 3m® + 7m = 4m® — 25n° + 10m° = 14m° — 25n°
h) (2m-3)*+2m-7m*+10=19-3m>-10m

_ -2

i -4%(mn)”  -n

4*mn 4°m?

Operar, expresando el resultado en forma simplificada y con ex-
ponentes positivos

a) —2°—(-5)° d) 2(a+b)’+a°—ab

b) a”(bac®)’ e) (5x%)(3x°)(2xy)

o) ~20xy)” f) —7me(-m®n)°(~-5m°)(-1)
2—3x2y—3

Si se sabe que a=2b yb = ¢ comprobar:
a) a’c®-6a’c’b + 12ac’b*-8c b’ =0

b) 4a’+ 12ab + ab = 42¢*
c) a°—ab-2b°=0

Sip =2b’ y b =2m, comprobar:

2p°b + 5b° + 2bm* = 420m°

Politécnico Grancolombiano
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5) Para cada una de las siguientes expresiones calcular el valor
NUMErico si

1
==1, y= 5 2= 2
a) 2x-y°—2z"
b) 3x’y-3z*-y’
c) X '—(-y)'+2z
d) 3(x—1)—(y+1)°—(z+2)

6) Empleando las propiedades vistas hasta el momento, operar y
reducir en cada caso:

a) 0.7(x +2)° + 3 (x—0.3)

b) 3-5(m + 30—-3.2m) + 7m (m +6)

c) 120(3b—-2m) -8 + 9 (bm +2) — (b—-m)®
d) (x+y)°’-6.8(x*+3.2 -y
e)1-5(w’-n?+20-4(w+2n)°

f) 720 + 7[(b—3n) + 2( 5 —3b) + 1]3 + 1

Nidia Mercedes Jaimes Gémez
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Factorizacion

Antes de realizar ejercicios de aplicacion de las anteriores pro-
piedades, hay que tener claro algunos casos basicos de
factorizacion.
Un polinomio es una expresion de la forma general:
2 3 n
a +ax+a, X +a,X +...+a X, con

a,a,a,a,,...... ,a, € R;a_ = 0y n entero no negativo.

Al proceso de expresar este polinomio en forma de un producto, se le
llama factorizacion.

Factor comun J

Al factorizar un polinomio se comprueba primero si los términos con-
tienen factores comunes. De ser asi, se escribe la expresion como el
producto de los factores comunes y el polinomio apropiado, emplean-
do la propiedad distributiva.

Ejemplo 1

ax’y - 27x*

Como 9x° es factor comin a los dos términos de la suma, entonces:
9x’y — 27x* = 9x°(y — 3x)

Ejemplo 2
Factorizar b(a—-2) - (a—2) + m(a-2).

En este caso el factor comin a los tres terminos dados es (a - 2), es
decirb(@a-2)-(@-2)+m@-2)=(@-2)(b-1+m)

Politécnico Grancolombiano
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Ejemplo 3
Factorizar 3x° + 7x — 6xy — 14y

En este polinomio, no existe un factor comin a los cuatro terminos
de la suma. Pero si se agrupan los téerminos adecuadamente, se puede
lograr la factorizacion.

3x°+ 7x — 6xy — 14y = (3x® + 7x) + (—6xy — 14y). Aplicando propiedad
distributiva en cada uno de los términos, se tiene que:
3X°+ 7x—6xy —14y = (8X" + 7x) + (—6xy — 14y)
=x(Bx+7)=2y(3x+7)
Ahora el factor comin es 3x + 7, luego:
=(38x +7)(x=2y)

Diferencia de cuadrados J

Sean x +a y x—a polinomios. Al efectuar el producto de estos dos
polinomios se tiene: (x + a)(x —a) =X’ +ax—ax—a = x"—a°

Es decir: x*—a°= (x —a)(x + a)

Esta formula se utiliza para factorizar la diferencia de dos cuadrados.
Ejemplo 1

Factorizar w °b'® —m°. Expresando cada término como un cuadrado:

(w4b5) 2 — (mS) 2
(w'b® = m°®) (w'b® + m®

w8b10 _ mG

Ejemplo 2
Expresando cada término como un cuadrado, factorizar x'*—5
x14_ 5= (X7)2 _ (\/E)Z

=(x"=5) (X" +5)

Nidia Mercedes Jaimes Gémez
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Fagtorizacibn de trinomios de la forma:
ax +bx+c

El trinomio ax” + bx + ¢ se debe llevar a la forma: s* + k(s) + d, la cual
se factoriza asi:

s’+k(s)+d=(s+r)(s+r,);donde r,+r,=k,y, r-r,=d

Ejemplo 1
Factorizar 3x° + 8x + 4
Solucion:
3x° +8x +4 Amplificando el trinomio por 3;

2
3(3x +8x+ 4) expresando en la forma general;

3
_ (3x)° +8(3x) +12 factorizando;
3
_ (3x +6)(3x +2) aplicando propiedad distributiva;
3
- w simplificando;

=(X+2)(3x + 2)

Ejemplo 2
Factorizar x*—10x + 25.
Como este trinomio ya tiene la forma general requerida, entonces:

x*=10x + 25 = (x = 5)(x = 5) = (x = 5)°

Politécnico Grancolombiano




Mateméticas |

d Euercicio N° 5

Factorizar completamente, si es posible:

1) (a+2b) + ma + 2bm
2) 2xz + 2ax +z + a

3) 3(a-b)’+5(a-b)

4) (c+3)°+5¢c+ 15+ 2ac + 6a

5 2b+2c)’+b+c

6) (am + 3an)’ + (2m + 6n)°

7) xy +4x +ay +4a—by-4b

1
8) a’——
) 4

9) x*-y*-5x + 5y
10) 2w® 15w — 8
1) x'=7

12) 4" X" = 9™ y*"

13) x2y3_x4y6

17) 6t° - 7t° - 20t

18) 15m° —22m — 16

Nidia Mercedes Jaimes Gémez

19) x’+15x* + 56 x°
20) ¢*d* =12 ¢*d®*+ 20

21) 4x°—y® +4x -2y

22) 3(a-b)’+5(a-b) +

23) a*-a’+a-1
24) x* -10

25) mp'?-m°

26) —x° +4x +165
27) xX*+x°-x*-x°
28) 36 + 3w — 5w’
29) xX*—y*-6x+9
30) 6-x°

31) 6x°+ 11 x-10
32) X +x+1

33) 12 x*-22x-70
34) 2x°=x—1

35) a’-2a-2b +ab

36) x*—(a+b)’

23

2
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37) %zz—_z+_ 39) 5x° — 36 X + 7X

38) 35+ 6r-8r 40) 35x°+9x-2

[ Ejercicio complementario

Factorizar completamente, si es posible

a)b’+b’—b—1 f) b*—(y + a)®
b) (2t —v)s + 3u(2t —v) g)-5+x°
c)a’-2a—2b+ab h) ax® + 4ax + 4a
d) a’b* - ¢* i) 8m°+6m -9
e) 3a* - 27y’ j)—3x°*—x+ 10

Operaciones entre racionalesJ

@ RECUERDE QUE:

Para, a,b,c,d (b,d=0) reales se cumple:

ac_a _ a__a_a
—=—,s8i, =0 b b -b
) e S €7 2% "Tb b
a c : a,c_arc
3) =4 ©Sequivalenteaad=bc  4) L+ =—p
5 2.c_2ac
b d d
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Simplificacion de expresiones racionalesJ

Simplificar una expresion racional consiste en dividir por la misma
expresion real (diferente de cero) tanto el numerador como el deno-
minador de la fraccion.

Una forma de simplificar una expresion racional es mediante la apli-
cacion de la propiedad 1 antes mencionada. Para aplicar esta pro-
piedad, es necesario factorizar completamente el numerador y el
denominador de la expresion. Observe el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1
Simplificar la expresion racional X -9x
i g x° +3x?
Solucion:
ﬂ Aplicando factor comun:
x® +3x? p :
x*(x* -9
= Q Aplicando diferencia de cuadrados:
X (x + 3)

_X*(x-3)(x+3)

Aplicando la propiedad 1
x*(x +3) P prop

=x-3con x?=0 , y, x+3=0 equivalente a:

=X-3conx=0, vy, x=-3

Amplificacion de expresiones racionales J

Amplificar una expresion racional, consiste en multiplicar por la mis-
ma expresion real (diferente de cero) tanto el numerador como el
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denominador de la fraccion (propiedad 1), es decir, esta operacion es
inversa a la simplificacion.

Nota: Cuando una expresion racional se simplifica o se amplifica, las
fracciones racionales que resultan en este proceso son EQUIVALEN-
TES entre si.

Ejemplo 2

Utilizando amplificacion, encontrar dos fracciones equivalentes a
5
3x-2

Solucion:

- Se debe seleccionar una expresion diferente de cero para multi-
plicar tanto el numerador como el denominador de la fraccion

dada, para este caso consideremos la expresion x2, (x2 =0),

luego:
5 5-x* 5x° —
X2 (Bx—2) % = A o lo cual significa que :
5 5x*

y

3x-2 3x° — 2x°2 son equivalentes

- Paraencontrar la segunda fraccion equivalente, amplificaremos
por -1:

> = 5(_1) = - es decir:
3x-2 (3x-2)(-1) -Bx+2' '
5 -5 ., .
y también son equivalentes

3x—-2 -3x+2
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Ejemplo 3

) . 5 7
Dadas las fracciones algebraicas PRl encontrar una frac-

cion equivalente a cada una de ellas, de tal forma que todas tengan
el mismo denominador.

Solucioén:

Como los denominadores x°, x* , x® son potencias, se debe buscar
una potencia multiplo comin a las tres, para asi poder unificar el
denominador.

Algunas potencias multiplos comunes a los tres denominadores son:
x'? x**, x* (¢ por qué?, ¢ Existen mas?). Seleccionando uno de estos

maultiplos ej. x** se puede determinar la expresion por la cual se debe
amplificar cada fraccion para asi lograr el proposito.

% Se debe amplificar por x** (x = 0)
_3 e 20
3 Se debe amplificar por x™ (x = 0)

% Se debe amplificar por x*' (x = 0) ¢ Por qué?
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y todas las fracciones resultantes, equivalentes a las dadas, tienen el
mismo denominador.

Suma de expresiones racionalesJ

La propiedad 4 nos orienta sobre como sumar expresiones raciona-
les. Si usted revisa esta propiedad, podra darse cuenta que para su
aplicacion, las fracciones deben tener el mismo denominador.

¢ Qué ocurre si las fracciones no tienen el mismo denominador?

Si las fracciones no tienen el mismo denominador, se deben encon-
trar expresiones equivalentes con el mismo denominador.

Como se vio en el ejemplo 3, existen muchas formas de expresar
fracciones diferentes con el mismo denominador. Para sumar frac-
ciones vamos a unificar el denominador utilizando el minimo comin
mudltiplo entre los denominadores, llamado COMUN DENOMINADOR.

@ RECUERDE QUE:

El comUn denominador es el minimo comun mdultiplo entre los
denominadores de las expresiones racionales dadas

Ejemplo 4

5
3x° " 4x°

Operar
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Solucion:

Como las expresiones que se van a sumar tienen diferente denomi-
nador, se debe hallar el comun denominador. Para el ejercicio, el
minimo comin miltiplo entre 3x® y 4x° es 12x°, por tanto:

3x®  4x°

Amplificando la primera fraccion por 4x° y la segunda

por 3:

= 4 15 Aplicando la propiedad 4:
12x°  12x°

4x° +15
= 12x°
Ejemplo 5

3 1
x-7 x*-49 2x+14

Operar y simplificar

Solucion:

Para hallar el minimo comun multiplo entre los denominadores de las
fracciones, es importante factorizar los diferentes denominadores,
asi:

5 3 1 5 3 1

X—-7 X—49 2x+14 x-7 (x-7)x+7) 2(x+7)

El comln denominador es 2(x —7)(x+7) ¢ Porqué ?
Este implica que la primera fraccion debe ser amplificada por 2(x + 7),

la segunda por 2 y la tercera por (x — 7). Observe el desarrollo del
ejercicio:
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5 _ 3 _ 1
x—-7 x*-49 2x+14

5 2(x+7) 32 . x=7
T (x=7)-2(x+7) (x=7)(x+7)-2 2(x+7)(x-7)

10(x +7) 6 x-7

2zx=7)(x+7) 2(x-7)(x+7) 2(x-7)(x+7)

_10(x+7)-6-(x~7)
2(x=7)(x+7)

10x+70-6—-x+7
2(x-7)(x+7)

9x +71

= W Como el numerador no es factorizable, no es posible

simplificar, luego se resuelve la operacion del denomi-
nador, quedando:

9x + 71
2x° —98

Multiplicacion y division de expresiones racionalesJ

Para multiplicar o dividir expresiones racionales, es necesario consi-
derar las propiedades 5 y 6 respectivamente.
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Ejemplo 6

20x2—2x)( 2 )_ 2

Operar y simplificar ( 2%x+20 \1ox=1)  x+5

Solucion:

20x2—2x( 2 )_ 2 Eactorizando:
4x+20 J\10x—1)  x+5 ' aconzando

( 2x(10x — 1\( 2

2 . . -
L 4 x .5 J 10x—1) T x+5 Aplicando la propiedad 5 (multiplica-

cibn entre fracciones):

4x(lox-1) 2
T 4(x+5)(10x—1) x+5

Aplicando la propiedad 1 (Simplificacion)

x__
X+5 Xx+5

,10x-1=0  Aplicando la propiedad 4

(Suma de fracciones):

-2 1
_X ,con10x -1 =0 (es decir: X=—)
X+5 10

Ejemplo 7
-2
Operar y simplificar # , X=0
x —
Solucion:
—(2x)”
3x" -1
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1 4x* 1 4x° -1 4x® -1

x_i - -
- 4x? _ 4x* 4x® _ _4x® _ _4x® _ (4x° —1)x
3.1_1 §_1 3_x 3-x 4X2(3—X)

X X X X X

3

4x° —1 Xx=0

4x(3-x)

3_

4x 1’ 20

12x — 4x°
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0

Euercicio N° 6

Para el desarrollo de los siguientes ejercicios, utilizar las reglas ante-
riores:

1)

Simplificar, imponiendo las condiciones necesarias sobre la
variable

ax-ay xZ(x + 3)? X - Xy
a) —— —_— 9) 2
by -bx x(x + 3) X® - Xy
b) x°n -a’n o) (10x°y)° h) x* +5X +6
a-x (5xy)? Xy +2x +3y +6
4a* - 64 [ 2x*+x-3 . a-am’
4a® -16a+16 x2 -1 2a(1-m?)

Busque el error (0 errores) que se ha(n) cometido en cada uno
de los siguientes procedimientos, indiquelos y luego realice la
respectiva correccion.

—a'+b? 1 ) ) -1
R SR (LML R EE Poers
7 7m-14 -13m
10 10 10

1 7 2 7
3+—(M-0.2)=—Mm-—]|=—mMm-
b) 3+ ) 2( ) 2

3 3
) 5(%) _ 5940 _ qp5, 20 125427

20 "8 8

Operar y simplificar en cada caso, imponiendo las condiciones
necesarias sobre las variables.

2
a) a“--6a+9

a®-9
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2 7 11\
c) (———+—)

a 2a 3a
7b . b+1 5
2a-4 4a-8 3a-6

°) ((X13)(xi3) ' x24— 9)()(22_9)
f) (aIS +3)_1(91138)_1 +2a

9) (ab)? + (ab)®

d)

-1

x'+y!
X+y

h)
) 2\ 7?2 9

' (&) ae
(ax+b)”
(ex+d)’

g(ax+b)2
2\cx+d

9 (2x2 +)§3x 2" x21_ 4) (:__;)1
) (5x)% -3x~° -2(5x)™

m) 21,3.902_p5.08

(§_§+1)
M7 52

-1
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4 3 ) b 1-b
p) + + +
b+1 2b+2 b+1 2b+2
22
a -a| -+ L +3
) | 2a-1 8a-4 1
4a+3
/§+§+5\
2 4 8
T 1x_x_x
2 4 8
S) (l_ 3)_1.l
X 4x° 8x
t ( 7 1 ); 1
) (2 —7x+3 x-3) T2x 1
) 3 ~ m 2m+ 4
Y ' m? s 2m (m+2)2 m?-3m-6
1 . 3 1T
V) |yZ ay+2 2yZ_6y+d y-2
TaLLer N° 1
1)

Sim es el reciprocode n, nes el opuestode py p =

-3
entonces:

a) n—2p +m? esigual a:

1
b) 2 esigual a:
p —_—
n

Nidia Mercedes Jaimes Gémez




36 Mateméticas |

1 1 1
c) Comprobar que: p? + —n - — = - —
) p que: p+ on- = -

2) Operar y simplificar:

a) (a+2)2-3—%(%—2a)

0 o o) 2

3) Busque el error que se ha cometido en cada uno de los siguien-
tes procedimientos, indiquelo y luego realice la respectiva

-2

correccion.
-7 1 =27
a) -7x+ (2% x T ax _2x® _ =27
X X X 2X

4 7 X+2

_—t— = —

b) 5x®  10x® 5x2

0) l_m+2_2—m+2_ﬂ
2 4 4 4

4) Operar y simplificar, imponiendo las condiciones necesarias:

Xx-5 -3x(-5-x) 6x°
a) — o2 +
X“+2x-15 x“+5x+6 x-3
X+3 X-2
b) —

x2+x-2 x®+5x+6

° (a j 3 * 3) _1(3aa_+38)_1

2 4 y

3y y+3 y®-9
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1 X -

-

3 1

e)

f)

2x -4 (X -2)>

(x - 2)°

4

2x%® -11x+15 3x-1 ] x+1
4x% - 25 2x+5| |6x+15
4 3

x+1+2x+2

) X (2x+2)1
+ +
X +1 1-Xx
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Sumatorias

Si a,b,cd,...... ,m € R (esta es una forma general, en la cual se
afirma que a, b, c,...m. pueden asumir cualquier valor real)
entonces lasumaa+b +c¢ +........ + m representa un Unico real. En

este caso se presenta una suma un poco extensa que se puede
abreviar mediante el simbolo de sumatoria: 3. Ademas, es preferible
emplear la siguiente notacion para cada una de las variables:

a=psb=pysc=p;;d=p,; €=Pg}rrrrrcrruucs sm=p,,

Nota: Se puede emplear cualquier letra para indicar estos elementos,
pero el subindice debe variar consecutivamente en el conjunto
de los nUmeros naturales.

Hay que tener en cuenta que p,, P,, P -+ p,, son simbolos llamados
variables, que en un momento determinado pueden ser reemplazados
por nUmeros reales

Se tiene entonces:

a+b+c+d+..... + M = P +P,+P+P,+...... +P,s

y 13
Py + Py + Pg + Py + eereerens +Ps= ) Pk

(Se lee: sumatoria de p, cuando k varia desde 1 hasta 13 )

La sumatoria posee dos partes importantes: a) El contador que en
este caso esta representado mediante la letra k, y varia en los enteros
desde un limite inferior hasta un limite superior; estos se deben ubicar,
respectivamente, en la parte inferior y superior del simbolo Y. b) El
elemento genérico, que puede ser constante o variable, representa
la forma general de los términos de la suma. Para el caso anterior
es p,.
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Ejemplo

Expresar mediante el simbolo de sumatoria la suma:

Es importante observar que el numerador de los fraccionarios dados
es constante, mientras que los denominadores varian consecutiva-
mente desde 3 hasta 50. Luego:

2 2 2 2 Q2
S S

d Euercicio N°7

1) Expresar mediante el simbolo de sumatoria.

a) d20 + d21 + d22 [ + d103

b) 3(4) +3(5) +3(6) + ..o +3(21)
1 3 5 23

C) —+ =+ — + eurerreans +—
48 12 48

d)2*+4*+6*+8*+10*+12*+14"*

e) Q+Q°+ Q%+ ... +Q"
f) A+A+A+é+ ............... +i
3 7 823

g)V+V+V+ ...... +V

28 sumandos

h) @, +aX + a,X* + a;X° + ceecuvee. +ax"

2) Decidir si cada una de las siguientes igualdades es ciertaonoy
explicar la respuesta.
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11 11
= =
7 7
b) 235k= ay
=1 =1
2 2
c) Zaﬁ= Zak

Expandir en cada caso y hallar el valor numeérico, si es posible.
3

) D 5 Y
7 2 3

c) =6 d) ZZAij
e) 2(-”5)

En cada caso determinar el error y corregirlo.

5
2

aX,+X., =X,
b) X X, + X, =X,+X,
C) @y, + ag, =3332

TaLLER N° 2

Expresar mediante el simbolo de sumatoria:

a) 3k +5%+7k+9%+ 113k + ... +27%
11 11 11 11 11

P) —+ — + — + — + v +—
2 3 4 5 120

En cada uno de los siguientes casos expandir y calcular el valor
siempre que sea posible.

a) ib“ b) i(—mﬂ)
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C)zij d>22%

e) i -(-)

j=-3

Propiedades. Interpretaciones J

Con base en las propiedades de las operaciones de los nUmeros
reales tratadas anteriormente, se definen las siguientes propiedades
de sumatoria.

PROPIEDADES DE SUMATORIA

b

1) 2c=[(b—a)+1]c

b b b

Ejemplo

Aplicando las propiedades de sumatoria, calcular el valor de:

2(7ak +5) si iak =-3

Solucion:

9
Z (7a, +5)
9 5
= Z 7a, + Z 5 Propiedad 2
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9
= 72 a, +(8)(5) Propiedades 3y 1
= (7)(—-3)+40 Empleando la informacion dada
= —21+40
= 19

Euercicio N° 8

Determinar el error en cada uno de los siguientes procedimientos
y realizar la respectiva correccion:

15

a) 22=15(2)=30

6
b) Si Zbk =100 entonces:
=1
6 6 6
Z(Sbk -1) = 2(3-100-1)= 2299=6(299)=1794
=1 =1 =1

Aplicando las propiedades de la sumatoria, calcular en cada caso,
siempre que sea posible

a) E (-4) d) VN are

10

10
Suponiendo que: a = E; b. = _l , calcular:
& 7 £ ! 14
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a) 2(—ak+bk) d) ( aj)
b) S(%aj+8) e) (

10

o) g(bi—Sai—«@)

-1

4) Si a, a, a; ........... , a, representa el salario mensual de n
personas, cual es el significado de cada una de las siguientes
expresiones:

n

a) Zai c) Z(ai +30%a,)
0 5 o (3

5) Aplicando las propiedades de sumatoria, calcular:

3

3 3
a) Si Eai=—3 y 2b1=2, el valor de: 2(
= = = [

4

3

ab; + j)

w
N

0 32 0 1432
d) I_:(2-3+22"-1\_1 h) k=2(—2k+320)
e) 2(4 i!—1) ) i(pg)_i
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6) Un estudio del servicio de asesorias en una entidad arrojo los
siguientes resultados:

Cantidad de asesorias realizadas

J: Fechd 1994 1995 1996 1997 1998
K: Profeso X X, X X X
1: Rocio 320 250 200 150 180
2: Gabriel 160 140 150 145 160
3: Angela 40 120 100 120 130
4: Pablo 200 150 130 100 110
5: Martin 100 70 90 100 115
6: Lucia 100 300 150 110 120

Con base en los resultados tabulados:

a) Escriba el significado de X,;

5

2
b) Interpretar y calcular: Z X,
= J=

c) Expresar, mediante la notacion de sumatoria, el total de ase-
sorias realizadas por todos los profesores en 1997.

7) SeaC,,la Cantidad de estudiantes en la carrera k de la univer-
sidad j

k = 0,1 ,2,3 i = 1s2’3’4
0: Ingenieria de Sistemas  1: Politécnico Grancolombiano
1: Finanzas 2: Nacional
2: Matematicas 3: Javeriana
3: Comunicacion 4: Andes
Interpretar:
3
a) Coz b) C31 c) chz
4 3 4
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1)

8) SeaP_, = Precio de venta de m unidades del articulo k.
m = 50,51,52,........ ,60. k=1,23.
1: Pocillo 2: Plato 3: Salero.
Interpretar:
3 60
a) Py, b) Py, c) 2(25%P50k) d) me 3
= m=56
9) La siguiente informacion es tomada de la revista Dinero N° 64
del 30 de junio de 1998)
DINERO (EN MILLONES DE DOLARES)
DE LOS CINCO MAYORES BILLONARIOS DE
AMERICA DEL NORTE
J: Fecha 1998 1997 1996
K: Nombre Xy Xy» X5
1: William Gates 51 36.4 18.5
2: Familia Walton 48 27.6 23.7
3: W. E. Buffett 33 23.2 15
4: P. Gardner 21 15.3 3.0
5: Jay Pritzker 13 6.0 6.0
5 3
a) Interpretar y hallar el valor de: 2 Xy
5 -
b) Expresar Z Xks en pesos
O TaALLeEr N°3

Sea T, la cantidad de libros de la editorial i que se encuentran en
el estante j de cierta biblioteca.

Con: i=1,23,45,6

2 T;  indica la cantidad de libros de la editorial i que hay en la
= biblioteca.
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Escriba una expresion que indique la totalidad de libros de la
editorial 2.

Escriba una expresion que indique la totalidad de libros de las
editoriales 3,4y 5.

Escriba una expresion que indique la totalidad de libros de la
editorial i.

Escribir el significado de cada una de las siguientes expresiones

6 6 6
a. 2 T b. 2 T, + 2 T,
3 10 6
C. 2 Ti2 d. 2 2 Tij
1= J= 1=

Sea C,; = cantidad de estudiantes de la carrera k de la jornada j,
donde:

k= 1,2.3,...,8; 1: Mercadeo 4: Contaduria 7: Banca

2: Sistemas  5: Agropecuaria 8: Comunicacion
3: Finanzas 6: Seguros

J=1,2,3; 1: Mahana 2: Tarde 3: Noche

Representar mediante el simbolo de sumatoria las siguientes
cantidades:

a) Total de estudiantes de Seguros en la jornada de la mahana.

b) Total de estudiantes de Finanzas o Contaduria en la jornada
de la noche.

c) Total de estudiantes de Mercadeo, Sistemas o Finanzas en
las tres jornadas.

d) Total de estudiantes de las tres jornadas.

e) Total de estudiantes de Comunicacion en las tres jornadas.

f) Total de estudiantes de la jornada nocturna.
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3)

5)

Sea, A, la cantidad de palabras que tienen i letras, y que estan
en la pagina j de un libro. Si el libro tiene 120 paginas y en ellas
se encuentran palabras con

i=123,......... ,10 letras, interpretar:

9
a) A, ., b) ZAi 16

Cij representa la cantidad de carros cuya placa termina en el di-
gito i, que se venden en Cali durante el mes j de 1999.
i=0,1,2,........ 9 j=123, ,12

1: Enero. 2: Febrero...... 12: Diciembre.

a) Escribir en simbolos de sumatoria la cantidad total de carros

vendidos en el primer bimestre de 1999, cuya placa termina
en un digito menor que 4.

9 9
b) Interpretar: 22%
=6 =

Dada la tabla:

VALOR PROMEDIO ACCION ($)

(Datos tomados de la revista Dinero N° 67 del 18 de agosto de 1998)

Dic. 96 Jun 97 Dic 97 May 98 Jun 98

K: Entida J: Fecha X1 Xyo st X4 Xs

1: Banco Anglo 54 55 53 54 55

2: Ban. Bogota 5.873 | 6.744 | 6.569 | 5.423 | 4.335
3: Ban. Santander 2.273 | 3.078 | 3.487 | 2.001 | 2.131
4: Ban. Ganadero 251 399 528 486 458
5: Bavaria 4.063 | 7.849 |13.199 | 8.292 | 7.828
6: Cadenalco 834 848 1.352 | 1.301 | 1.110
7: Noel 2.868 | 5.710 | 4.456 | 2.560 | 2.578

; X

32’ 65

a) Interpretar: X, con j=1,2,34,5; X
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b) Calcular e interpretar cada una de las siguientes sumatorias:

7
Z Xis
=1
7
5
2%
]:

5

c) Calcular cada una de las siguientes sumatorias:

3

Z (Xir = Xis)
=1
4 2
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Relacion de orden en el conjunto de
los nOmeros reales

Si se consideran dos numeros reales cualesquiera a, b se puede
establecer solo UNA de las siguientes relaciones:

i) amenorqueb (se simboliza: a < b)
ii) amayor que b (se simboliza: a > b)
iii) aigualab (se simboliza: a = b)

NOTA: La afirmacion “a menor que b“, es eqivalente, a la afirmacion
“b mayorque @’, esdecira<b < b >a

DEFINICION: Si x es menor que y, entonces y — x es positivo, 0
viceversa, si y — x es positivo entonces x <y, es decir:

X <y, siysolamente si y—Xx es positivo

Geométricamente, si X, y son reales, X <y significa que x esta ubica-
do a la izquierda de y en la recta real.

A
A

Ejemplos:
—7<-2 porque (—2)—(—7)=—-2+7 =5 es un real positivo

—20 <0 porque 0—(—20) =0+ 20 =20 es un real positivo
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@ RECUERDE LAS PROPIEDADES:

1) Six, y son nUmeros reales, se cumple una y sblo una de las
siguientes propiedades:

X<y 0O X=y 0 X>Y¥
) Six<y, y,y<z,entonces,x<z
) X<y siysolamentesix+z<y+z
) Sizespositivoy x <y entonces xz<yz
5) Sizesnegativoy X <y entonces xz > yz.

A W N

Tomando como punto de referencia al real cero, los nUumeros reales
se pueden separar en tres conjuntos disyuntos ( no tienen elementos
en comin), a saber: el conjunto de los reales positivos, el conjunto
de los reales negativos y el conjunto cuyo Unico elemento es cero.

@ RECUERDE QUE:

Si m es un real positivo, se simboliza m>0
Si m es un real negativo se simboliza m <0
Si m es el real cero, se simbolizam =0

d Euercicio N° 9

1) Decidir si las siguientes desigualdades son verdaderas o falsas
y justificar las respuestas.

a) —2<—20 d) 1>-39

b) —3<g e) —4>16

o 834 p 5 M
7 39 7 59

2) ¢Cuales de las siguientes expresiones son correctas dado que

a<b?
a)a—-4<b-4 c) —a<-b
b) a®<ab d) a®<a’b
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3) Sia<b<0, paracadauna de las siguientes afirmaciones, decidir
si es verdadera o es falsa. Justificar.

a) 2a>b b) a+b>0 c) —b<0
d) b(-a)<0 e) a®<0 f)g<a
b 7
=>0 —b=>0
9 5> h) 5>

Intervalos l

Clases de intervalos

(ab)={x:a<x<b} ——nNy——
a b

[ab]={x:a=<x=<b} —nniiF——-
a b

[a,b) ={x:a = x<b} ——nnnniny———-—-—
a b

(ab]={x:a<x=<b} %///////////////]ﬁ
a

(—o,b] = {x : x < b} e//////////////////////]b—>
(~o0,b) = {x : x < b} e///////////////////////////F
(a,) ={x:x>a} ﬂ///////////////////////e

[a,%) ={X :x=a} ﬁ//////////////////////a

R = (-%0,) S

Nota: La relacion de orden =< (que se lee «es menor o igual que») se
define como x <y o x = y. Es decir: y — x es positivo o cero.
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Ejemplo
Usar la notacion de intervalo para describir cada situacion planteada.

8 (s RL(3,11]
34 567 8 91011

b. ——(—|—|—|——— R/. (5,)
56 7 8.

c.——h+HHHHFH1——> RLI4,10]
4 5678 910

de—[— -9 R/.[-3, 2)
3-2-10 12

e. —(———)r——FHFF1+— R/L(3,00U(@,7]
-3 -2-10 3 4 567

InecuacionesJ

¢ Qué es una inecuacion?

Unainecuacion es una desigualdad (<, >, =<, =) de expresiones reales
con por lo menos una variable o incognita.

Ejemplos

Son inecuaciones con una variable:

ﬂsx, 5y-3>3y+1, m’+5m<3, 12
5 t+6

=1
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¢Queé significa solucionar una inecuacion?

Solucionar una inecuaciobn es encontrar el conjunto de todos los nu-
meros reales que hacen la desigualdad verdadera, a este conjunto
se le denomina CONJUNTO SOLUCION. Si la solucion es vacia, se
dice que hay inconsistencia y se representa mediante el simbolo ¢,0,
{}y si es diferente de vacio se representa por medio de un intervalo.

Las inecuaciones se pueden clasificar de acuerdo con la forma de
las expresiones algebraicas que intervienen en la relacion, por ejem-
plo:

x‘:1 <% €s una inecuacion racional
7w-3=5 es una inecuacion lineal
m>+5>0 €s una inecuacion cuadratica
Jtri1<14 es una inecuacion radical

A continuacion se estudiara como encontrar el conjunto solucion de
una inecuacion lineal y posteriormente como solucionar las
inecuaciones cuadraticas y racionales.

Inecuaciones lineales J

Dependiendo de la relacion que se establezca (<, >, <, =), se consi-
deran las siguientes formas generales para una inecuacion lineal:

ax+b<0,ax+b>0,ax+b=<0,ax+b=0;donde x es la variable
y a, b son reales

El conjunto solucion de este tipo de inecuacion, se puede encontrar
mediante la aplicacion de las propiedades 3, 4 y 5 (estas propiedades
satisfacen también las relaciones =, =) antes mencionadas. Observe
los siguientes ejemplos:
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Ejemplo 1

Solucionar 3 w— 1 >7
5 2

Solucion:

3 1 . . .

gw -3 >7 Por la propiedad 3 si se suma la misma can-
tidad en los dos lados de la inecuacion, la
relacion se mantiene:

gw—l +l > 7+l Operando:

5 2 2 2

gW +0> 15

5

3 15 . . :

gw > ) Aplicando la propiedad 5, es conveniente

multiplicar por g (¢por qué?)

5\3 5\15
(§)§W>(§)— Operando:

w>— Luego el conjunto solucion es el intervalo
75 N .
F’_) , lo cual significa que cualquier real

mayor que % hace verdadera la desigual-

dad §w—l>7
5 2
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Ejemplo 2

Solucionar —3m + 2 <10

Solucioén:

-3m+2=<10 Aplicando la propiedad 3:
-3m+2-2<10-2 Operando:

-3m+0=<8

-3m=<38 Aplicando la propiedad 5, es conveniente

multiplicar por %1 (Tenga en cuenta que la

relaciobn cambia de < a 2):

—1 —1
(?) (—=3m) = (?) 8 Operando:
mz%s luego el conjunto solucion es el intervalo:
-8 . .
[?,%) lo cual significa que cualquier valor
mayor o igual a%s hace verdadera la desi-
gualdad —-3m +2 <10
Ejemplo 3
Solucionar
4x—-7<3x+5

Comparando con cero, se tiene que:

4x—-7-3x—-5<0 Aambos lados de la inecuacién se suma la
cantidad: —3x — 5.
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x—12<0 Sumando los términos semejantes.
x<12 Luego el intervalo solucion es (<,12), es
decir que cualquier real menor que 12 hace
verdadera la desigualdad 4x—7<3x+5
Ejemplo 4
Determinar los valores de x que hacen positiva la expresion 1-5x.
Como la condicion es que la expresion 1-5x sea positiva entonces
1-5x>0
PRIMERA MANERA:

1-5x>0 Sumando a ambos miembros de la desigual-
dad la cantidad 5x:

1> 5x Multiplicando a ambos miembros

1
—>X de la desigualdad por 5

1 1
Ahora, como 5 >X es equivalentea X< 5

la solucion de la desigualdad dada esta conformada por los valores

1
reales de X que son menores que 5

1
La solucion en notacion de intervalo es: (*,g) .

SEGUNDA MANERA:

1-5x>0 Sumando -1 a ambos lados de la desigual-
dad:
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—5x >—1 Multiplicando ambos miembros de la des-

-1
igualdad por la cantidad 5

X<—= Recuerde que esta propiedad indica que al

multiplicar ambos miembros de una desigual-
dad por una cantidad negativa, la desigual-
dad cambia de sentido.

Nuevamente, puede observarse que el conjunto solucion de la
desigualdad 1-5x > 0 corresponde a los valores reales de x que se

1
encuentran a la izquierda de 5"

Inecuaciones compuestasJ

Una inecuacibn compuesta es un conjunto de inecuaciones relacio-
nadas mediante las conectivas “0”, o0, “y” .

- Si estan relacionadas con la conectiva “0”, el conjunto solucion
es la union de las soluciones respectivas de cada una de las
inecuaciones que interviene.

- Siestan relacionadas mediante la conectiva “y”, el conjunto so-
lucidn es la interseccion (elementos comunes) de los conjuntos
solucion de cada una de las inecuaciones que interviene.

@ RECUERDE QUE:

X<Y<Zesequivalentea: X<YyY<Z
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Ejemplo 5
Solucionar —5x <7 0 3x2—1 >10
Solucion:
Bx=<7 0 3x-1 10
2
(_—1)(—5x) - (_—1)7 o 2( 8x = 1) > 2(10)
5 5 2
x= L 0 3x —1> 20
= — —-1>
5
= 21
X = ?7 (o] X > ?
Graficamente:
—
= | —
-7/5 21/3

—_7%)
5’

Cuya solucion general corresponde a la union del intervalo

con el intervalo (%e) es decir:

. —7 21 —7 —
Solucion general = [?—’) U (?e) = [?*) lo cual significa

que cualquier valor real en el intervalo ?,—’) satisface la inecuacion
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3x—1

—5x <7 o lainecuacion >10

Ejemplo 6

Solucionar -3 <5x+4 <5x+1

Solucion:

La inecuacion dada es equivalente a:

-3<5x+4 y 5x +4 =<5x + 1
-3-4<5x+4-4 y 5x +4 -1 <5x+1 -1

—7< 5x y 5x + 3 = 5x

1 1
—7(—) < (—) (5x) y 5x + 3 —5x = 5x -5x

—<X y 3 < 0 (inconsistencia)

Recuerde que la solucion general es la interseccion entre el conjunto

(<—, %7) y ¢, por tanto:

—7
Solucién general = (e?) N ¢ = ¢, lo cual significa que ningn real

satisface la inecuacion compuesta dada.
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Euercicio N° 10

Para cada una de las siguientes inecuaciones encontrar el conjun-
to solucion y expresarlo en notacion de intervalo, si es posible

2
a) 7x—1 < 10x+4 b) —x—gx+12>0

C) —6<2x+3=<—-1 d -3x-1>0

1
e) 3x?—11x—4 < 3(x — 5)° fy =7x> -,0, = x>0

2
1
—7X+— -1
g —75+25x+0.3)>34x h) 10 _ (Z)
3 4
y L <3x+ 1 ) 3<-5x+4<7
i) > 3 )] < +4<
2 1 ~
k) s =-7X+ > <6 ) —10x<0, 0, —-8x+3<27

Determinar los valores reales que debe asumir la variable x, para
que cada una de las siguientes expresiones sea positiva

a) —7x-5 b) %(x+1)+2x
3 3x 1
c) —(-x-12-3 d) 5
5
-4
-3
—X-1 X X 1
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3) Determinar los valores reales que debe asumir la variable x, para
que cada una de las siguientes expresiones sea negativa

a) “tx p) —6x~-1
7 5
(X, 3%
5 13 2" 4
C) =x-——(2x-3 d —5——
2 4( ) 1
3
3x +1
e) i+i(5—1o)3 n ==
10 10\2 3 7

Inecuaciones racionalesJ

Una inecuacion racional se caracteriza porque la variable o incognita
aparece en el denominador de una expresion racional.

Para solucionar una inecuacion racional es importante tener en cuenta
las siguientes propiedades.

1) Si%>0entonces(a>0yb>0)b(a<0yb<0)
2) Si%<0entonces(a<0yb>0)b(a>0yb<0)
3) Si%20entonces(azOyb>0)b(a50yb<0)

4) Si %so entonces (@a<0yb>0)6(a=0yb<0)

Ejemplo 1
. ., 1
Resolver la inecuacion: X >5
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—=-5>0 Para aplicar una de las p,ropiedades antes

mencionadas, se debe trabajar respecto a cero.

1—5x>0

-5x

Se tiene ahora 1

>0, que significa que se debe encontrar un

conjunto de numeros reales tales que hagan que al efectuar la ope-
racion 1-5x dividido entre x, se obtenga un cociente positivo. Esta
situacion podemos reescribirla de manera equivalente como:

a
B>0,endonde,a=1—5xyb=x.

. a ..
¢ Cuando ocurre que b &S positivo?

a>0 y b>0

a
Decimos que B>O , Si 0
a<0 y b<0

Ahora, retomando el anterior analisis, tenemos:

1-5x>0 vy x>0

1—5X>O i 0

X 1-5x<0 y x<0

-5x>-1 y x>0
de donde, o]
-5x<-1 y x<0

1
X<— x>0
<5 Yy

luego, 0

1
X>— X<0
>5y <
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El siguiente paso en el desarrollo, consiste en hacer la grafica de
cada una de las correspondientes condiciones analizadas. La grafica

correspondiente para la condicion X < % y x>0 es:
SHimnmnn— -y <—(rnnni—
1 0
5
1
=3 0

Escribiendo esta informacion en una Unica grafica, se tiene que:
N QNAANINANAANANANTTTTTHT=
0 1

5

Obsérvese que aparece un segmento doblemente rayado: (0, —) ,

y
que corresponde a la interseccion de los conjuntos (—W,g) y (0,0).
De igual manera, realizamos la grafica para la condicion:

1
X>—yXx<O0:

5 y

=011 =
1

0 5

1
Como los conjuntos (0,) y (gm) no poseen elementos en comun,

su interseccion es vacia.
Reuniendo ahora los resultados obtenidos del anterior analisis, es

y
decir: (0, E) UQ | obtenemos la solucion buscada, que para el caso

1
es el intervalo: (0,3) .
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Ejemplo 2

3-8x

<(

Solucionar

Solucion:

Como el numerador de la expresion es negativo, necesariamente el
denominador debe ser positivo, es decir:

3 -8 x>0 equivalente a:

—-8x>-3

K! 3
X < a8 luego el conjunto solucion es el intervalo (<—, E) , lo cual signi-

fica que cualquier valor de este intervalo hace que la expresion

3—8x
sea negativa.
Ejemplo 3
. . X-5
Encontrar el conjunto solucion: <_2 =1
Solucion:
2x-5
=1 Sumando —1:
X-2
2x -5 —1<0
X-2
2x-5-(x-2) L
" =<0 Estamos ahora ante la situacion:
x-3 a
ke 0 b= 0, en donde es claro que b no

puede ser igual a cero.
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Luego,

x-3=20 Yy x-2<0  A/trabajarse de igual manera que en los
o} ejemplos anteriores, se genera el inter-

x-3<0y x-2>0 valo solucion: (2,3]

Inecuaciones cuadr'aticasJ

Dependiendo de la relacion que se establezca (<, >, <, =), se consi-
deran las siguientes formas generales para una inecuacion cuadratica:

ax’+bx+c<0,ax’+bx+c>0,ax*+bx+c=<0,ax’+bx+¢c=0;
donde x es la variable y a,b,c son reales, a diferente de cero.

Para encontrar la solucion de una inecuacion cuadratica es impor-
tante tener en cuenta las siguientes propiedades:

1) Siab=<Oentonces(a<Oyb=0)o(a=0yb=<0)
2) Siab=0entonces(a=0yb=0)o(a<0yb=<0)
Ejemplo
Solucionar para x: X*+x—2<0
(x—1)(x+2)<0 Factorizando la expresion polinémica
Luego,

x-1>0 'y x+2<0 o . < condiciones que de alli se

0 desprenden
x-1<0 y x+2>0
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x>1 y x<-2
o} Despejando la variable en cada caso
x<1l y x>-2

La solucion es el intervalo: (-2,1) .

d Euercicio N° 11

1) Para cada una de las siguientes inecuaciones encontrar el con-
junto solucion y expresarlo en notacion de intervalo, si es posible

a) 7x—-1 = -10x+4 g) X*—x+12>0
b) —6<2x?+3 h) (2x+3)(8x—1)>0
) 1
c) 3x?—11x-4=<0 i) —7x>§,o,—x2—1>0
X+5
<0 2 <
D o 1= ) x=4
7 -7
—<3 0
€) ox k) X2-xX-6
f) x(x-3)(x+4)>0 ) —=x (x*-3)(x-7)<0
-20x +1 -7
b ) -1
M Bx+2 " 5x -1~

2) Planteary dar solucion a cada uno de los siguientes problemas:
a) Six unidades pueden venderse diariamente al precio de $p

cada una, donde p = 60 —x, jcuantas unidades deben ven-
derse para obtener un ingreso diario de al menos $ 800?
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b)

d)

9)

Un fabricante puede vender x unidades de un producto
diariamente al precio de p pesos por unidad, en donde
p = 200 — x, ¢qué numero de unidades debera venderse
diariamente para obtener ingresos minimos de $99007?

Un fabricante de cierto articulo puede vender todo lo que
produce, a $ 60000 cada articulo. Gasta $ 40000 en materia
prima y mano de obra al producir cada articulo, y tiene costos
fijos de $ 3 000000 a la semana en la operacion de la planta.
Encuentre el numero de unidades que deberia producir y
vender para obtener una utilidad de al menos $ 1 000000 a
la semana

El dueho de una fabrica puede vender todas las unidades de
un articulo que produce a $ 7600 cada una. Si tiene unos
costos fijos de $ 4 700.000 y unos costos variables por unidad
de $ 4400. ¢Cuantos articulos debe producir para obtener
utilidades?

El costo C de producir x articulos, incluyendo los costos
fijos y los costos variables, esta dado por la formula
C =20x + 16000. ¢ Cuantos articulos se deben producir para
que el costo sea menor que $171007?

Un fabricante de chaquetas ha determinado que la demanda
es tal que el precio unitario p (en pesos) viene dado por la
formula p = 263 — 0.5x. ¢ Cuantas chaquetas deben vender-
se para que el precio unitario sea: mayor que $165? ;Menor
que $1907? ;Cual es el precio unitario si se venden 120 cha-
quetas?

Suponga que el costo C (en pesos) de producir x articulos,
incluyendo los costos fijos y los costos variables, esta dado
por la formula C = 10x + 8000. 4, Cuantos articulos se pueden
producir si el costo debe ser inferior a: $ 85507 sa $ 11775?
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TaLLEr N° 4
PRERREQuUISITOS

Operar correctamente racionales.

Manejar el concepto de opuesto y reciproco.

Tener claridad sobre las propiedades de las desigualdades.
Diferenciar las inecuaciones: lineal, cuadratica y racional; y las
formas de solucionarlas.

En cada caso encontrar el conjunto solucion, dando la respuesta
como intervalo si es posible.

a) - b) —7(w+%)z—(0.3+g)

w|o
Q
I
©| =

Definir las variables, plantear y dar solucion a:

Un fabricante puede vender todo lo que produce al precio de
$ 1500 por unidad. Los costos de materiales y mano de obra por
unidad son $ 800 y ademas existen costos fijos de $ 4900 por
semana ¢ Cuantas unidades debera producir y vender si desea
obtener semanalmente una utilidad superior a $ 300000?

Sia>0y b <0, analizar la veracidad o falsedad de cada una de

las siguientes desigualdades, sustentando la respuesta en cada
caso.

2.7

a) —?>0 b) ab >0 c)a+b>0
b 2
d) - >0 e) ab? <0 fla+10>0
. -3
g) b-5<-5 h)-b<0 I)Tb<0
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4)

Definir las variables, plantear y dar solucion a cada uno de los
siguientes problemas:

a) Una compahia de bolsos vende cada bolso al precio unitario
p = (12 — 0.01x) miles de pesos, donde x es el numero de
bolsos vendidos. ¢Cuantos bolsos deben venderse para
que el ingreso por la venta sobrepase los 2000 miles de
pesos?

b) La ecuacibn de costo total semanal para cierta empresa esta
dada por C = x>~30x+18000 y la ecuacion de ingreso sema-
nal por | = 600x, donde x representa el numero de unidades
producidas y vendidas. Determinar el intervalo de produccion
y venta donde se incurre en pérdidas.

En cada uno de los siguientes casos determinar el conjunto so-
lucibn y escribir la respuesta como intervalo, siempre que sea
posible.

a) 3:I>o b) b%%

c) %<0 d) x®+13x=-30
®) 8x1+424;:+32 " %do

0 <y ) o< -2
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DISTRIBUCION PORCENTUAL DE LA POBLACION
COLOMBIANA POR EDAD (Censo 1993)

EDAD: E PORCENTAJE
O0<E<5 10.95%
5<E<10 11.32%
10=E<15 11.50%
15=E<20 10.12%
20=E<25 9.64%
25<E<30 9.09%
30=E<35 8.26%
35<E<40 6.76%
40<E <45 5.30%
45 <E <50 3.98%
50 <E <55 3.48%
55 <E <60 2.62%
60 <E <65 2.43%
65=<E<70 1.67%
70<E<75 1.25%
75<E 1.62%

Determinar los intervalos de edades para los cuales se cumple:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
a)

La poblacion es superior al 9%

La poblacion es superior al 10% pero inferior al 11%
La poblacion no es superior al 3.5%

La poblacion esta entre el 1% y el 3%

La poblacion no es inferior al 10%

La poblacion no es inferior al 5.30% ni superior al 7%.
La poblacion sobrepasa el 11%
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Ecuaciones

u na ecuacion es una igualdad de dos expresiones algebraicas
con por o menos una incognita.

Ejemplo 1

Son ecuaciones con una incognita (x):

3X+5=x+2

3x% -5x =2 ; R\

lx+3=—2x
7

Ejemplo 2
Son ecuaciones con dos incognitas (x, y):

3x+2y=5 ; X+4y=6 1 _20
X+y

¢Que significa resolver una ecuacibn?J

Resolver una ecuacion es encontrar el conjunto de todos los nume-
ros reales, llamado el conjunto solucién, que hacen la igualdad ver-
dadera.
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Definicion |

Dos ecuaciones son equivalentes si tienen la misma solucion

Las ecuaciones al igual que las inecuaciones, se clasifican de acuer-
do con el tipo de expresion algebraica que interviene en la igualdad.
A través de este curso se estudiaran ecuaciones de tipo lineal, racio-
nal, cuadratico, radical, logaritmico y exponencial entre otros.

Ecuaciones lineales con una incognitaJ

Una ecuacion lineal con una incognita tiene la forma general ax+b=0
con a, b reales. En particular si a = 0 se le llama ecuacion de primer
grado.

Tipos de solucion

La solucion de una ecuacion de tipo lineal se puede clasificar en una
de las tres siguientes alternativas:

i)  Solucion Unica. Cuando existe un Unico valor real que hace la
igualdad verdadera.

i) Infinitas soluciones. Cuando existen infinitos valores reales que
satisfacen la igualdad.

iii)  Sin solucion. No existe valor real que haga la igualdad verdade-
ra (en este caso se dice que la ecuacion es inconsistente)

¢ Como encontrar el conjunto solucion de una ecuacion lineal?

@ RECUERDE LAS SIGUIENTES PROPIEDADES:

1) Siuna ecuacion se multiplica por una misma cantidad dife-
rente de cero a los dos lados de la igualdad, la ecuacion que
resulta es equivalente con la inicial.

2) Si a una ecuacion se le suma la misma cantidad a los dos
lados de la igualdad, la ecuacion que resulta es equivalente
con la inicial.
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Utilizando las reglas mencionadas, se podra encontrar el conjunto
solucion de una ecuacion lineal. Observe los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1

. 3
Resolver la ecuacion Ex +2=7

Solucion:
3 .,
gx +2=7 Sumando —2 a ambos lados de la ecuacion:
3 . . e
gx =7-2 Multiplicando por el inverso multiplicativo
3 .,

de E a ambos lados de la ecuacion.

—X=5

N

5 . . .
X= 3 Es la solucion buscada (solucion Unica).

., 3
Observe que al reemplazar en la ecuacion EX +2=7 el valor obte-

25
nido para la variable x, es decir, X = 3 se obtiene una igualdad:

3(25
5

?) +2=7  Simplificado:

5+2=7
7=7
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Ejemplo 2

Solucionar 3X+° _ 6x+10
4

Solucion:

Como la ecuacion dada no tiene la forma general aln, por medio de
algunas propiedades ya vistas, se lograra obtener esta.

3x2+ 5 = 6XZ10 Propiedad de equivalencia de
racionales:

(Bx+5)4=2(6x+10) Propiedad distributiva:

12x + 20 =12x + 20 Sumando — 12x ( Propiedad de
ecuaciones):

—12x + 12x + 20 =—12x + 12x + 20 Operando:

0x +20=20 Sumando —-20, quedaria la
ecuacion lineal:

0x=0 Esta implica que x puede asumir cualquier valor real,
pues el producto de cualquier real con cero es siempre
cero.

Luego, Solucion =R (Infinitas soluciones)

Ejemplo 3
Solucionar2x—-1=2x+4
Solucion:

2x—-1=2x+4 Expresando en la forma general:
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Ox-5=0

-5=0 Lo cual es una inconsistencia, por tanto la
ecuacion NO tiene solucion.

Es decir, Solucion = ¢

Ejemplo 4

Solucionar la ecuacion: 6x -7 =2x + 14

Solucion:
6x—7=2x+14
6x—2x=14+7 ¢, Porqué?
4x=21
21 .
= " Es la solucion buscada.

Ecuaciones racionales J

Una ecuacion racional se caracteriza porque la incognita o variable
aparece en el denominador de la expresion racional que interviene
en la igualdad. Los tipos de solucion son similares a los de una ecua-
cion lineal como se muestra a continuacion:

Ejemplo 5
Solucionar 1 + 2 =4
x 3x
Solucibn:
1 + 2 -4 Para llevar a la forma general, se suman las
X 3x

fraciones del lado izquierdo:
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5=4(3x),x=0

5=12x,x=0

—=X,x=0
12

la solucion es

Prueba:

5.5
12 12

Ejemplo 6

3x+9

Solucionar =
X+3
Solucion:

3x+9
X+3

0

3Xx+9=0yx=-3

X=—-3yx=-3

0

Por equivalencia de racionales:

Operando:

1

Multiplicando por

Como no hay contradiccion entre la condi-

cion y el valor hallado, entonces

Como x +3 =0, 0, X = — 3 ; necesariamente:

Aplicando las propiedades de una ecuaciobn:

Contradiccion. Por tanto la ecuacion dada no
tiene solucion
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Ejemplo 7

1 11 -7

Solucionar — =
X—2 4x-8 4x-8

Solucion:

LI L Para determinar la condicion y operar, fac-
X—2 4x-8 4x-8
torizamos los denominadores:

1 11 -7 ..,
x—2_4(x—2) = 4(x—2) Condicionx—2=0,0, x = 2

4-11 7 )
4(x—2) " 4x-8 oonx=
= __=f conx =2
4x—-8 4x-8

—7(4x-8)=-7(4x-8) conx=2

—28xX + 56 = —28X + 56 con x = 2 equivalente a:

Ox=0yx=2 Luego x puede asumir cualquier real dife-
rente de 2

Solucion = R — {2}

Ejemplo 8

, despejar c:
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ab
c=——,con b=a
b-a

(d Euercicio N° 12

1)  Solucionar cada una de las siguientes ecuaciones en R

a) 9x*-16=(3x-

c) 4x-

e)

2 4
Z(1-2x)-1==
9 Z(1-2x)-1-—

i) 0.05(x+10)-0.02x=3.2 )

2 —_—— o —
4) b) =4 7 3
d) 8—§=2+E
X X
3x-7 X
_o_2
f) 4 8
(2x-1) h 6X+1=3X+1
4x -1 2x-3
S5x 35
X-7 XxX-7
-5
> ) -3+4(2x+2)—7=8x-2
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2)

Plantear cada una de las siguientes situaciones:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

a)
h)
i)

El doble de m.

La tercera parte de y + 1

La quinta parte del cuadrado de x
La diferenciaentre my n

El 6% de x* + 5

El 2 por mil de x cantidad

El triplo de la suma entre x y 9y

La suma de los cuadrados de my n
El cuadrado de la suma de my n.

Plantear la expresion en cada caso, y solucionar si es posible.

a)

b)

c)

d)

Si M supera al doble de N en 300 unidades y la sumade My
N es 14000, ¢cual es el valor aproximado de N?

20 mas que el doble de P equivale a 180, ¢ Cual es el valor
de P?

El dos por mil (2%.) de cierta cantidad R es 7820 ;Cual es el
valor de R?

Las tres quintas partes del ingreso total semanal en una em-
presa equivalen a 2380000 ¢ Cual es el ingreso semanal en
esta empresa?

Raull gasta la séptima parte de su dinero en un libro, y el 32%
en un viaje, si ahorra $ 1200000 ¢ Cuanto dinero tenia Radl
inicialmente?

Un hombre hace 2 inversiones, al 48% y 50% anual respectiva-
mente. Si lo que invierte al 50% es el doble de lo que invierte al
48% y su ingreso total anual por las dos inversiones es de
$ 458800, ¢ Cuanto invirtio a cada tasa?

Una persona tienen x cantidad de dinero en un banco, si quisiera
retirar todo el dinero le harian un descuento del dos por mil equi-
valente a 7000. ;cuanto dinero tiene en el banco?
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10)

11)

Los miembros de una fundacion desean invertir $ 2 100000 en
dos tipos de seguros que pagan dividendos anuales del 9% y
6% respectivamente. ;Cuanto deberan invertir en cada tasa si
el ingreso debe ser equivalente al que produciria al 8% la inver-
sion total?

En una entrevista para un empleo, se le coloca al aspirante el
siguiente problema: puede elegir entre dos planes salariales: El
plan A le proporciona un salario semanal de $ 200000 mas una
comision del 3% sobre sus ventas; el plan B le ofrece un salario
semanal de $ 100000 mas una comision del 8% sobre sus ventas.
¢ Qué plan escogeria? (establezca las condiciones).

¢ Para qué valor de ventas se recibira el mismo salario semanal?

En cada una de las siguientes ecuaciones despejar w, e impo-
ner las condiciones necesarias:

a) wa+wb=c b) nlbw—nw)=w + a
c) %+%=1 d) p=2b+2w

e) wa+bw=c f)%+%=d

9) m= h) b(w-a)=c®

En cada una de las ecuaciones anteriores despejar b.

Definir las variables, plantear y solucionar cada uno de los
siguientes problemas.

a) Una persona compra tres articulos A, By C por un total de
$ 105000 Si el precio del articulo A equivale a las dos terceras
partes del precio del articulo By, el precio del articulo B es el
10% del precio del articulo C. ;Cual es el precio de cada
articulo?
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0

b) El fabricante de cierto producto puede vender todo lo que
produce al precio de $ 20 la unidad. Le cuesta $ 12.50 produ-
cir cada articulo por los materiales y la mano de obra, y tiene
un costo adicional de $ 7000 al dia con el fin de operar la
planta. Encuentre el nUumero de unidades que debe producir
y vender para obtener una utilidad de $ 5000 al dia.

c) El presupuesto destinado para el funcionamiemto de una
compahia en el mes de marzo, esta distribuido de la siguiente
manera: el 50% para el pago de nébmina de empleados y
servicio de energia; 1/12 de dicho presupuesto para el pago
de servicio de publicidad, $ 80000 para el pago de impuestos
y nueve veces lo correspondiente al pago de impuestos
lo invierte en la compra de un nuevo equipo de oficina, el
resto, lo invierte en un C.D.T. ;Cual es el presupuesto de la
compahia en el mes de marzo, si el C.D.T corresponde a
las 17/5 partes de lo destinado al pago de publicidad?
(R: 6 000000)

TaLLer N° 5

Definir las variables, plantear el problema y resolverlo.

1)

2)

3)

Una pareja de esposos invirtieron $ 1 100000 a un aho. Una

91
parte al 27% anual y la otra al 7 % anual de interés simple.

Si ganaron $ 269375 de interés total, ¢cuanto dinero invirtieron
a cada tasa?

Un estudiante hizo un préstamo por $ 1 800000 para su matri-
cula. Si debe pagar un interés del 15%, y el pago total debe ha-
cerlo en tres cuotas mensuales de diferente valor, asi: La prime-
ra cuota excede en $ 230000 al 40% de la segunda cuota; el
doble de la segunda cuota excede al total que debe pagar en
$ 230000. ¢ Cuanto hay que pagar en cada cuota?

Una persona invierte una cantidad de dinero al 35% y el doble
de esta cantidad al 38%. Si la ganancia que obtiene en total por
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las dos inversiones es de $ 249750 ;Cuanto invierte en cada
porcentaje?

Tres cuentas de ahorros estan en la siguiente situacion: la primera
tiene saldo inferior en $ 50000 a la tercera. El doble del saldo de
la segunda cuenta es superior en $ 20000 al saldo de la primera
cuenta. Si los tres saldos suman $ 240000. ;Cuanto dinero hay
en cada cuenta?

Una compania invierte $ 3 000000. Una parte de esta cantidad
la invierte al 50% vy la otra al 68% de interés anual. Si desea
obtener un rendimiento anual no inferior al 65%, ¢cual es la
cantidad minima de dinero que debe invertir a la tasa del 68%?

. 3 . ,
Si a las 2 partes del precio de un articulo se le hace un

descuento del 12%, ¢qué descuento se hizo al precio inicial del
articulo, si por él se cancelo $ 1820007

Si la quinta parte del costo de un articulo se cancela de contado,
de la parte restante se paga el 25% con tarjeta de crédito y, de

2 . ,
este nuevo saldo IosE con un cheque a 30 dias y aun se

adeuda $ 200000, ¢cual es el porcentaje del cheque con res-
pecto al costo total del articulo?

Los conductores de camiones para el transporte de cemento
hicieron huelga durante 46 dias. Antes de la huelga, estos con-
ductores ganaban $ 750 por hora y trabajaban 260 dias al aho,
con 8 horas de trabajo al dia. ,Qué porcentaje respecto del total
ganado en un ano por un conductor representa el salario de los
46 dias de huelga?

El Sehor Pérez recibio su sueldo y lo invirtio asi: el 30% en arrien-

2
do, los 5 en el estudio de sus hijos, el 0.25 en alimentacion y

ahorro $ 55000. ;Cual fué el sueldo del Sehor Pérez?
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10)

11)

12)

Un estudiante tomo un préstamo por $ 600000, pero debe pagar
esa cantidad aumentada en 25%. El pago debe hacerlo en tres
cuotas quincenales teniendo en cuenta que: El 50% de la terce-
ra cuota es inferior en $ 60000 a la segunda cuota, el 200% de la
primera cuota excede en $ 20000 al saldo de la tercera cuota.
¢ Cuanto debe pagar el estudiante en cada cuota?

.3 .
Silas 5 partes del costo de un articulo se cancelan de contado,

de la parte restante se paga el 40% con cheque a 30 dias y aln
se adeuda $ 240000.

a) ¢Cual es el precio del articulo?
b) Si se hace un descuento de $ 50000, ;a qué porcentaje
corresponde este descuento con respecto del costo?

Una persona destina $ 1 000000 para realizar dos inversiones.
Si se sabe que el doble de una de las inversiones sobrepasa en
$200.000 a la otra inversion, ¢ Qué porcentaje respecto del total
corresponde a cada inversion?
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Ecuuciongs
cuadraticas

Toda ecuacion de la forma ax?+bx+c=0, en donde a,b,c € Ry a=0,
se denomina, ecuacion cuadratica o de segundo grado.

Un método para resolver ecuaciones cuadraticas es utilizar la formu-
la cuadratica, que a continuacion se presenta:

_ -b=+b®-4ac
2a

X

¢, Como utilizarla?

1. Escriba la ecuacion cuadratica dada en su forma general, es
decir, llevela (si no aparece de esta manera) a la forma:
ax®*+bx+c=0

2. Identifique los valores de a,b,c en la ecuacion y reemplacelos
luego en la formula.

Antes de comenzar a solucionar ecuaciones cuadraticas, es impor-
tante saber algo sobre la naturaleza de las posibles soluciones que
se pueden obtener. El discriminante, D, de la ecuacion cuadratica
nos sirve para esto.

Sea D = b*-4ac

a) Si b>~4ac es mayor que cero, la ecuacion tiene dos solucio-
nes reales y distintas.

b) Si b®-4ac es igual a cero, la ecuacion tiene Unica solucion.

c) Si b>-4ac es menor que cero, la ecuacion no tiene solucion
en los reales. ¢ Por qué?
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Ejemplos:
Resolver cada una de las siguientes ecuaciones:
1) 3x2=6x+24.

Expresando ésta en su forma general, se tiene:
3x°—6x—24=0.

85

En donde, a=3, b =-6, c = -24. Reemplazando estos valores en la

+ *f 2 _
formula x = “bxyb" - 4ac , Se obtiene:
2a
o ~(-6)=(-6)° - 4(3)-24)
2(3)
= 6 +-/36 + 288 _ 6++/324 _ 6+18
6 6 6
Luego, x = 6+18 o] x=% ,esdecirbx=40x=-2

Luego el conjunto solucion es {-2,4}
2) 3x2+2x+7=0

Enestaia=3,b=2,¢c=7

Reemplazando estos valores en la formula x = — 5
a

se obtiene: x =

—2:.4-84 -2x.-80
6 6
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Como se puede observar, la ecuacion no tiene solucion en los reales,
ya que el discriminante, —80, es menor que cero.

2X 3 2
+ =2
x-1 x+1 x°-1

2x(x+1)+3(x-1) 2

(x-1)(x +1) x% -1

3)

En donde debe tenerse que: x = 1, —1
Luego,

2x(x+1)+3(x—1)=2 ;Por qué?
2x*+5x-5=0, aplicando la formula tenemos que:

_ -5=,25-4(2)(-5)

X =
2(2)
(. 5xV65 -5x806
4 4
Luego, x = 2+896 _ 4765, 0, x= 22800 _ 3065

Como estos valores NO contradicen las condiciones, el conjunto so-
lucion es: {—3.265, 0.765}. (Comprobar estas soluciones).

Otro método para solucionar una ecuacion cuadratica, es a partir de
la factorizacion, utilizando la siguiente regla:

Sia-b=0,entonces a=0,0,b=0

@ RECUERDE QUE:

Sia-b=0,entonces,a=00b=0,conab €R
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Ejemplos

1)

Resolver la ecuacion: x* =7

Solucion:

Al llevar la ecuacion dada a la forma general, se tiene:
x2-7=0 factorizando la diferencia de cuadrados.
(x - «/ﬂ(x + ﬁ) _o Equivalente a:

X-7=0, 0, Xx++7 =0 ¢&por qué?

X=+7, o,x=—«/7

Luego el conjunto solucibn es: {—\/7 ﬁ}

Resolver la ecuacion 5x>-2x =0

Solucion:
5x2—2x =0, factorizando:
x(5x-2) = 0, es decir:

x=0,0,5x-2=0 ¢porqué?

x=0,0, X= E
- ’ y 5
2

Solucion= {O’E}

Euercicio N° 13

Para cada una de las siguientes ecuaciones encontrar el conjun-
to solucion:
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a) 3x° -5x=x"-2x+9 b) ox? -4 __2y
3 3
5 q (x—1 2_4
c) (x-4)" =16 ) 332
e) 2x*+5x-3=0 fy -2x*=6x
x+2_l_2 h 1 _L_l
9 X1 x" ) X-25 x+5 3
. 2 - . 2 4 2
) 9x*-16=0 ) S (1-2x)-1=—(2x" 1)
1 2
X2-——=0 0.05(x +10)% - 0.02x = 3.2
K) 100 ) (x +10)
m) 2m? + 3m = 35 n) x2+2=2y3x
x2+4_x_2+5 2x+2 2x*-3 x
0 T4 Py 7 3

Despejar la variable que se indica en cada caso:

Q(Q+10)
44
real y K representa el nivel de oferta del dinero.

a) En K = despejar Q. Aqui, Q representa el ingreso

vmM
d2

b) En T-= despejar d.

Resolver el siguiente problema y verificar la solucion.

Una persona hace una venta de garaje en donde espera obtener
unos ingresos totales por US$ 100. Si las cantidades x estan
relacionadas por la ecuacion: x =20 — p, en donde, p representa
el precio por unidad, encontrar el precio que se debe fijar para
lograr alcanzar los ingresos deseados.
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0

1)

4)

TaLLER N° 6

¢Cuantas soluciones numeéricas reales tiene una ecuacion
cuadratica si el discriminante es igual a cada una de las siguien-

tes cantidades?

a) 0 b) —32 c) 2.3
Resolver cada una de las siguientes ecuaciones:
a) x*+6x+2=0 b) 7x®-8x=-1
Resolver para w en cada caso:

a) (aw®—b)c =d
b) (mn +w)?=aw

a -1
=b
°) b+ w?
d) i_i=(3)
w° 3w 3
e) 3+5w+2)2=2w—1)*-1

2

f) -0

g) mwl+qw—-p=0

h 1 W _
w -4 w+2

. m a

i) 5 =—
aw“ -c ¢

) aw?+bw?=d

En cada uno de los siguientes casos resolver la ecuacion para

m, si es posible.
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-1

i tomrz "3
3 5m+1 1oms+2 \3
-1

b) (m25—3) =0

En cada uno de los siguientes casos despejar P, e imponer las
condiciones necesarias.

a) PP+M=Q
b) M+DP=R(P+M)
c) P?-R2=0

d) (PQ+N)?=R
e) M, =M,(1 + P/100)

Definir las variables, plantear y solucionar cada uno de los si-
guientes problemas.

a) Una persona compra tres articulos A, B y C por un total de
$70000. Si el precio del articulo A equivale a la cuarta parte
del precio del articulo By, el precio del articulo B es el 22%
del precio del articulo C, ¢ cual es el precio de cada articulo?

b) La ecuacion de utilidad para cierta empresa, esta dada por
U =x2+ 1100 x — 280000 miles de pesos. Donde x representa
el nUmero de unidades producidas y vendidas:

— ¢ Paraqué nivel de produccion y venta se obtiene una utilidad
de 400 miles de pesos?

— Determinar el punto o puntos de equilibrio.
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Radicales

Definicion l

Si n es un entero positivo impar y a es un numero real, entonces
Y/a es el numero real x, tal que x" = a.

Si n es un entero positivo par y a es un nUmero real no negativo,
entonces %a es el numero real no negativo x tal que x" = a

Ejemplos

§-82--2 pues, (-2)°=-32
481=3 pues, 3*=81

\F =b® si b es real no negativo (¢Por qué?)

Si

1)

@ RECUERDE QUE:

a,b son numeros reales

"ab =%a b con a,b =0 sines par.

=—, a=0 y b>0 sinespar
Rma =", cona= 0 sim es par.

=Ya", con a=0sines par.

Na" =a, cona=0sines par.
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Euercicio N° 14

¢ Bajo qué condiciones, cada una de las siguientes expresiones
es real?

a) V-x b) % c) 4x2 d) WXy e) ¥x+1
Y

-3 ;
9) \)(2 -2 h)

f)
44-x? 2x+5

Utilizar las propiedades de los radicales para simplificar las ex-
presiones:

a) \12xy® |3x%y b) ———

Emplear la calculadora para realizar las siguientes operaciones,
redondeando la respuesta a tres cifras decimales:

2 §/-0.25 2-8/-7
4/(-2. b el e v
2 y-25) : V4.6 ° J48.8
- [ 20
_7[03 , 8/ 2 5% 4483 5°
d) 27-72° +8/-22 ¢ o f) t7+32_5J

Ecuaciones con radicales J

Una ecuacion con radical es aquella en la que una incognita aparece
dentro de un radical. Por ejemplo:

VX+2=12, Jx-3=x+2, x=7
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A continuacion se ilustra el proceso de solucion de ecuaciones con
radicales.

Resolver cada una de las siguientes ecuaciones:
1) Vx-3=6
Se eleva al cuadrado a ambos lados de la igualdad:
2
( x—3) = (6)° luego,
x — 3 =36, de donde:
x =39

Se prueba la respuesta obtenida, x = 39, reemplazando en la ecua-
cion dada Vx-3 =6:

\N39-3-=6
36 =6

6=6

Luego la solucibn es: x=39

2) 2x-4-=x-2

Se eleva al cuadrado ambos lados de la igualdad:
(m)z = (x-2)°, equivalente a:

2X — 4 = x? — 4x + 4, ordenando la ecuacion cuadratica obtenida se
tiene que:

x?—6x + 8 = 0. Aqui se puede utilizar la formula cuadratica o factorizar.
(x—4)(x —2) =0, de donde:
Xx—4=0,0,x—-2=0, luego:

X=4,0,x=2
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Se debe verificar estas posibles soluciones:

Parax =4: Para x =2:
[2(4)-4-4-2, |[22)-4-2-2
V8-4=2 , V4-4-0
V-2 , Jo=0

2=2 , 0=0

Luego, solucion = {2,4}

3) V3x-2=x-2

Se eleva al cuadrado ambos lados de la igualdad:
(\/3X - 2)2 = (x - 2)3 luego:

3x — 2 = x> - 4x + 4. Ordenando la ecuacion cuadratica obtenida se
tiene que:

x? —7x + 6 = 0. Utilizando la factorizacion, se obtiene:
(x—6)(x—1) =0, luego,
X-6=00x—-1=0

X=60x=1

Se deben verificar estas posibles soluciones:

Parax =6: Parax =1
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Vie=4 , J1=-1,
4=4 , 1=-1,

Luego, la Unica solucidén es x = 6.
V2X-1=+X+3

Se eleva al cuadrado ambos lados de la igualdad:

(\sf2x—1) (xx+3) luego,

2X -1=x+3,de donde: x =4
Se verifica la posible solucion x = 4 :

J2{e) 1443
J7 -7

Solucion = {4}

d Eusercicio N° 15

1) Encontrar el conjunto solucion para de cada una de las siguien-
tes ecuaciones:

a) x3X—12 \/;
b) 5-47x+3 =
C) 3x-2Vx-5=0

d) Vx=-5

F1
e) \xm=\/X+3
fy (1+0.08)"=(1+i)?

9) (4)"=(1-i)"* con 1-i>0
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-3
=21
h) 5+ X5

En cada una de las siguientes ecuaciones despejar w, e imponer
las condiciones necesarias:

a) 4w+n=mb b) vw+s=b
0 s—2 ¢ d) Yw’-a+cb=b
Vew-a
w a
® mw =n " Voem w
TaLLer N° 7

Si m,n son reales no negativos, utilizando las propiedades de
los radicales, expresar en forma simplificada:

— j m* + nm?
a) \10m°n® b) 3/250w" c) 1/:—6

Determinar si cada una de las siguientes igualdades es correcta
0 no. Si es correcta indique las propiedades que fueron aplica-
das, si es incorrecta demostrar mediante un contraejemplo.

a) \25a2+b? =5a+b, ab=0

| 268 szf
abl_a®ib o
\ 4b 2

b)

c) Sib=a’yc=2baentonces i2abc? = 2a’
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3)

Utilizar la calculadora, para hallar el valor de cada expresion si
es posible en caso de que no lo sea explicar por qué.

a) ¥-0.4 + g +35416  b) ol _oo%

%
¢) 74 +3130 d) (-g) +0.46
e) ; —1 24 . \/028 + 2 f) _2% _ 3—y2
57 )

Resolver, si es posible, cada una de las siguientes ecuaciones y
verificar la solucion obtenida.

—

3
a —-yx-4-=
) 5N

N | o

b) 3yx-2+2=x

Despejar la variable indicada:

s _
a)En T= ZE\} 5 despejar k.

1 .
b) E 5=V 4r* - c® despejar c.
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Ecuucione;
Polinémicas

Una ecuacion polinbmica de grado n tiene la forma general:

ax"+a, X' +..+a,x*+a,x +a,=0, donde
a,,a,,8,..... a4 €R,y,a =0.

n € Ny se le llama grado de la ecuacion.

Una ecuacion polinbmica se caracteriza por tener maximo n solucio-
nes reales. Estas soluciones son los valores que asume la variable
(en este caso x) para que la expresion polinbmica sea igual a cero.
De otra manera se afirma que estas soluciones son los ceros del
polinomio: a X"+ a, X" +...+ a, X’ +a,X + a,

Para encontrar estas soluciones es necesario acudir a la division sin-
tetica y a los teoremas del factor y del residuo para agilizar el proce-
dimiento.

Division sintéticaJ

Sea p(x) =ax"+a, X" +....+a, X+ aXx+a,un polinomio de una
variable de grado n =1y q(x) un polinomio de una variable de grado
1, es decir, q(x) = x + a.

La divisibn de p(x) entre q(x) se puede realizar de una manera sencilla
utilizando el siguiente algoritmo llamado division sintética.

1. Tomar los coeficientes del polinomio p(x) como elemento del
dividendo y, — a como divisor, es decir:

a a

n n-1

a, a,l-a
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2. Bajar a, como se indica:

a, a_, A, e a, a, a,l-a
an

3. Multiplicar a, por el divisor y sumar el resultado del segundo ele-
mento del dividendo:

a, a_, - TP - a, a,l-a
a,(-a)
a (a,_,+al(-a)

4. Multiplicar, el valor obtenido por el divisor y sumar el resultado al
elemento siguiente del dividendo:

a, a,_, - TP X a, a,l-a
a (-a) (a,_,—aa,)(-a)
an an—1 —aa n an—z + (an_1_aan)(_a)

5. Repetir este proceso hasta que se consideren todos los elemen-
tos del dividendo, es decir, hasta a,

6. Al final del proceso se obtienen n + 1 valores.

7. De los n + 1 valores, los n primeros corresponden a los coefi-
cientes del polinomio cociente ¢(x) de grado n — 1 y el Gltimo
elemento valor constante, es el polinomio residuo r(x).

Ejemplo 1

Utilizando division sintética, dividir:

2x° +3x°-5x2+1entrex + 2

Coeficientes del dividendo <~ 2 0 3 -5 0 11=2- Opuesto del divisor

2
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2 0 3 -5 0 1 =2
2)(-2) (H(-2) 1(-2) (-27)(-2) 54(-2)
2 -4 1 27 54 -107
I [ I
| !
COEFICIENTES DEL COCIENTE RESIDUO

Luego, los coeficientes del polinomio cociente son 2, -4, 11, -27, 54
y dicho polinomio es de grado 4. Es decir, el polinomio cociente es:
c(x) = 2x* — 4x3 + 11x%? -27x + 54
—107 es el polinomio residuo, es decir, r(x) = —107.
Como:

P(x) = q(x) c(x) + r(x)

2x° +3x° —5x* + 1 = (x + 2) (2x* — 4x® + 11x* — 27x + 54) — 107

Ejemplo 2

Utilizando division sintética, expresar p(x) en términos de q(x), ¢(x)
y F(X) si:

PX) =Xt +3x°—7x®+5x*—2x+4yq(X)=x—1/2

-1 3 0 -7 5 -2 4 | +1/2
-1/2 5/4 5/8 -51/16  29/32 —35/64
-1 5/2 5/4 -51/8 29/16 -35/32 221/64

Luego c(x) =—x°+5/2 x* + 5/4 x® —51/8 x* + 29/16 x — 35/32, y
r(x) = 221/64

Por lo tanto:

—x® +3x° —7x® + 5x2— 2x +4
= (X — 1/2) (—X° +5/2 x* + 5/4 x* — 51/8 x* + 29/16 x — 35/32) + 221/64

Politécnico Grancolombiano




Matemdticas | 101

Teorema del residuo J

Sea p(x) un polinomio de gradon = 1y q (x) un polinomio de grado 1
de la forma x + a; entonces el residuo de dividir p(x) entre q(x) es
p(-a), o sear(x)=p (-a).

Ejemplo:
Seap(x)=x*+3x+5yq(X)=x+3
¢ Cual es el residuo de dividir p(x) entre q(x)?

Segun el teorema, el residuo de dividir p(x) entre ¢(x) corresponde
al valor que toma p(x) cuando x = -3, es decir p(-3). Asi:

p (-3) =(-3)2+3(-3)+5
=9-9+5
p (-3) =5 (Comprobar mediante division sintética)

Teorema de factor J

Sea p(x) un polinomio de gradon = 1y q (x) un polinomio de grado 1
de laforma x + a. Si p(—a) = 0 (es decir, r(x) = 0), entonces x+a es un
factor de p(x).

Reciprocamente, si q(x) = x + a es un factor de p(x), entonces
r(x) = 0 (es decir, p(-a) es 0).

En cualquiera de los dos casos —a se llama un cero del polinomio
P(x).

Ejemplo:

1. ¢ Escierto que x + 4 es FACTOR del polinomio x? + 5x + 47

De acuerdo con el teorema del factor, si p(—4) = 0, entonces x + 4 es
un factor de p(x):
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P(-4) =(-4)°+5(-4) +4
=16-20 +4
p(-4) =0

Luego x + 4 si es factor de p(x).

Observe que el polinomio p(x) = Xx*> + 5Xx + 4 = (x + 4) (x + 1) (por
factorizacion).

Luego x + 4 es un polinomio de grado 1 que es un factor de p(x).
De igual manera x + 1 es un factor de p(x) (de grado 1).

También podemos afirmar que —4 y —1 son ceros de p(x).

Ceros racionales de un polinomioJ

Seap(x)=ax"+a, ,x"'+..+a,x*+aXx+a, Sip(x) tiene ceros
racionales, es decir, ceros de la forma m/n, entonces m es un divi-
sor de a, y n es un divisor de a , donde a;, a,, n, mE z.

@ RECUERDE QUE:

Calcular los ceros del polinomio
p(x)=ax"+a, ,X""'+.+a,X*+ax+a,

equivale a solucionar la ecuacion de grado n:

n n-—1 2 —-
ax"+a, _ X"'+.+8,x+ax+a,=0

Ejemplo:
Hallar los ceros racionales del polinomio p(x) = 2x° + 7x® + 5x + 1
Sus posibles ceros racionales son + 1, = 1/2

2 7 5 1 1
2 9 14

2 9 14 15 R(x)=0,luego 1 no es cero de p(x)
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N
~
(¢}
-
N

2 5 0 1 R(x) = 0, luego —1 no es cero de p(x)

1 L1/

—
A~ O
©
-~
N

2 8 9 11/2 R(x) =0, luego 1/2 no es cero de p(x)

2 7 5 1 [-1/2

2 6 2 0, R(x)=0, luego—1/2 si es cero de p(x)

Asi: p(x) =2(x + 1/2) (x* + 3x + 1)

Veamos si x? + 3x +1 tiene ceros irracionales utilizando el resultado
anterior. Si los tiene, también son ceros irracionales de p(x) y deben
ser de la forma:

2
x= —P=\b” -4ac pgigeq:
2a

wo —3x49-40)(

2(1)

x= ~9% V5 , que si son ceros reales de p(x).
2

Entonces p(x) se puede expresar de la siguiente manera:

- 5
zxs+7x2+5x+1=2(x+1)/x_ 3+8)(,  3+45)
2)| 2 ) 2
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4

1)

Euercicio N° 16

Utilizar «division sintética» para expresar p(x) en términos de

q(x), c(x) y r(x) siendo:

a) p(x) =2x3-3x* + 4 ;
b) p(x) =—7x°+8x*—2x + 5 ;
c)p(x) =x*-3x°+x—-2x2+1/4 ;
d) p(x) =x°—3 ;
e)p(x)=3/4x*-5x*+8 ;

fyp(x) =2x*+3 ;

q(x) =X + 2
q(x) =x—1/2
q(x) =2x + 2
q(x) =X +2/3
q(x)=1-x
qx)=x+a

Encontrar si es posible, los ceros racionales e irracionales de

los siguientes polinomios:
a)x*+2x—-x?%-2

b) 3x*—9x*—x + 3

c)6x* +x°—19x*—-3x + 3

d) 4x°—8x°—8x%+ 16

e) 6x* + 55x%+ 128x% + 11x — 20
Hx+x*+x®+8x2+8x+8
g)2x + 1

h) 5

i) 2x° —3x® +2x2 — 2x + 1

i) x*+2x%—6x>—6x + 9
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3) Resolver las siguientes ecuaciones:

a)b?+b=1 b) 4m®=m?+ 3
c)3y?=—y*+10 d)n?(4n-1)=3
e) x*—2x?-5x+6=0 f) 2x® - 3x®2 - 6x = -9

d TaLLer N° 8

1) Resolver en los racionales, si es posible, cada una de las si-
guientes ecuaciones.

a) x*+2x?+2x+1=0
b) x* +5x% +5x* =5x + 6
c) x*-10x*+9=0
d) 6x* +7x% -34x® +3x+18=0
2) Encontrar los ceros del siguiente polinomio:

P(m)=(m3+3m2—m—3)~(m+2)

3) Demostrar que x — 5 es un factor del polinomio
5x° - 19x* - 37x® + 37x® - 15x + 25, y encontrar el otro factor.

4) Resolver en los racionales, si es posible, cada una de las si-
guientes ecuaciones.

a) 3x*=-x*+10 b) x(4a-1)=3
5) SeaP(x)=x*-5x*+4 y Q(x)=x+2

a) ¢(Es Q(x) factorde P(x)?

b ) Encontrar los ceros racionales de P(x )

6) Siuna solucion de la ecuacion x* +x® -7x* - x+6=0 es
x = =3, encontrar las demas soluciones.

Nidia Mercedes Jaimes Gémez




106, Mateméticas |

Logaritmos y
Exponenciales

=log, x significa que b’ =X, six, b
son reales positivos y ademas b = 1

(1 Ejercicio N° 17

1) Determinar las condiciones sobre la variable para que cada una
de las siguientes expresiones sea real.

a) log (m-23) b) log ,(5k + 7)
c) log ‘“2+ 3 d) In x(x+1)
e) log,, 7 f) log (x?—3)

g) log (x ° + 4x)

2) Expresar en forma exponencial los siguientes logaritmos:

a)log,8 =3 b)I09255=l

2

1 1
C)log, - =-2 d)log, — =-1
g 2 4 g 3 3 3
e)10g,,,,10 = ~1 f logm*> _o
g) Inx®=2
3) En cada caso expresar en forma logaritmica.
1 _

a) 12 =144 b)ﬁ=42

1
c) 57=2"° d) e2mf1=g
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4) Encontrar el valor de la incognita en cada caso.

a) log,w=-2 b) log , 1000 =3
c) q=log,27 d)log w=-3
e) log, ‘"6=_1 f) 0G5y, 4 =2
g) log,5=q h) In 4m =1
1-m

En particular: Si la base de un logaritmo es 10, entonces se escribe
log, con lo que se tiene que:

log x =y significa que: 10Y =x
log x se lee: logaritmo decimal de x

Ademas si la base del logaritmo es e, se escribe In, con lo que se
tiene que:

In x =y significa que e'=x
Inx se lee: logaritmo natural de x.

Propiedades de los logaritmos J

Sib, My N son nUmeros reales positivos, b= 1y p €R, entonces:
1. log ;,MN =log ,M + log N

2. log b% =log, M -log, N

3. log MP=plog M

4. log,1=0

5. log b=1

6. log, M- %M EN PARTICULAR: log, M - 1°99M _InM
log. b logb Inb
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Ejercicio N° 18
Escribir cada expresion como un Unico logaritmo

a) 2log,X-log,Y
b) 3log , X +2log, Y —4log, Z

C) % (2log, X + 3log , Y)

d) % log , W -3log , X —5log Y

Expresar en forma exponencial, sin logaritmos
a) log,Y-log,C+kt=0

b) In X—-1In100 =-0.08t

c) 2log M+ log 3Y = —1

Utilizar la calculadora para encontrar los siguientes logaritmos

a) log 33,800 b) In 33,800 c) log 1
d) log,4 e) log , 480 f) log 0.00001
g) log 8000 h) log, 2.78

4

Ecuaciones logaritmicas y exponenciales J

Ejemplo 1

Resolver la ecuacion: log(x + 3) + log x = 1

Solucion:

Las condiciones para que log(x+ 3), y, log x estén definidos son:

Xx+3>0y x>0, esdecir, x>-3y x>0.

Esto significa que x € (0, —)
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log (x +3) +logx=1 Aplicando la propiedad suma de
logaritmos, se tiene:

log (x +3)x =1 Utilizando la definicién de logaritmo:
10 "= (x + 3)x Por la propiedad distributiva:

10 =x®+ 3x Sumando - 10:

0=x*+3x-10 Factorizando:

0=(x+5)(x-2)
X =—50x=2 ,Porque ?
Como —5€&(0,—=)y 2€(0,—),

la solucion de la ecuacion es: x=2

Ejemplo 2

Resolver la ecuacibn 23*"2=5
Solucion:

28%x-2 =5 Por definicion, esta forma exponencial es equivalente a:
3x-2=log,5

3x=log,5+2

X = l Ioi5+2
3\log2

X = 1.4406
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4

1)

EJercicio N° 19
Resolver para x las siguientes ecuaciones en R, si es posible.

a) logx—-log(2x+1)=0
b) log ,,4=2
c) log(x—9)+log100x =3
d) log5+logx=2
e) logx=1-log (x—3)
f) 5”:E
4
g) 4000 = 2000 + e ***

h) _=4_e0.2x
) 2-7*?=3*
j) logx2=4

K) (5+m)*= 07
) 62*—18=1.2

rn)(g)(ix=g

5 5

n 3*3=2.9%

0) 2Iogs(5x+7)=g

p) IN(9x—-1)—In(6x+3)=0

Si se invierte un capital P a un interés compuesto i anual, el
capital C que se tiene después de n ahos esta dado por la for-
mula: C=P(1+i)", (ieselporcentaje expresado en forma de
porcion).

a) Si se invierte una suma de $200000 a un interés compuesto
anual del 20%, calcular el valor de la inversion después de
4 anos.

b) Si se invierte $500000 a un interés compuesto anual del

22%, ¢cuantos ahos deben transcurrir para tener en saldo
$10028347
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3)

c) ¢Cuantos ahos deben transcurrir para que el capital inicial
(del ejercicio a) se duplique? ¢Se incremente en un 40% ?

En una determinada region en 1970 el numero de habitantes fué
de 500000 y de ahi en adelante su poblacion se rigid por la
formula: P =500000e~%% donde P es la poblacion después de t
anos.

Contestar las siguientes preguntas y justificar la respuesta.

a) ¢Después de un ano la poblacién disminuye o aumenta?

b) ¢Cual es la poblacion después de 5 ahos?

¢) Qué tiempo debe transcurrir para que la poblacion sea una
tercera parte de la poblacion inicial?

d) ¢ En qué anho se extinguira esta region?

Las ventas mensuales V (en millones de pesos) estan relacio-
nadas con la inversion mensual r (en millones de pesos) en
publicidad, por la formula: V = 400 — 370e™%12°"

En cada uno de los siguientes casos justificar la respuesta

a) ¢ Cual debe ser la inversion mensual para obtener por ventas
100 millones de pesos?,3 millones de pesos?

b) ¢Qué ocurre si no se invierte dinero en publicidad?

1 TaLer N°9

PRERREQUISITOS:

Tener claro el concepto de cero de un polinomio

Tener claridad en el procedimiento para resolver una ecuacion de
gradon

Identificar las condiciones de un radical.

Tener clara la definicion de logaritmo.

Identificar las propiedades de los logaritmos.
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1)

Determinar la veracidad o falsedad de cada una de las siguien-
tes afirmaciones vy justificar la respuesta.

Si: Iong=g y, log,N=4

3 log, M M
log,M—log N=— b =log, —
3) log., 9.7 75 ) log, N °N
¢) log ,(MN) = 6 d) log, (M +N) = log ,M + log ,N =1_21
9 9
e) log M?= " f) logi M = 2

Imponiendo las condiciones necesarias, despejar b en cada una
de las siguientes ecuaciones:

a) log , CCA =R b) log,,,(AM) =3

En cada una de las ecuaciones anteriores despeje A.

Imponiendo las condiciones necesarias, resolver las siguientes
ecuaciones para K

a) 500 = 100 + 3e***  b) (P + M) % =R

c) logg,,4=2 d) log,(K—-2)—log,(k+1)=0

Si se invierte un capital A, a un interés compuesto anual i, el
capital S que se tiene después de n ahos esta dado por la formu-
laS=A(1+i)". Teniendo en cuenta esta informacion, plantear y
resolver el siguiente problema: al momento de nacer su hijo, el
Sr. Rey invierte $ 200000 a un interés compuesto anual del 15%,
con el proposito de entregarle a su hijo en un futuro 1 500000.
¢ A qué edad recibe el hijo del Sr. Rey este dinero?
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Funciones

FUNCIONES

GENERALIDADES APLICACIONES

MODELOS
NOTACION LINEAL

DEFINICION CUADRATICO
DOMINIO POLINOMICO
RANGO EXPONENCIAL

INTERCEPTOS LOGARITMICO

Generalidades J

DEFINICION: Sean Ay B conjuntos no vacios. Una funcion f de A
en B es una relacion mediante la cual se asigna a cada elemento del
conjunto A un Gnico elemento del conjunto B.

NOTACION: A —B

f(x)y=y con xecAyyeB
f: A— B Corresponde al nombre de la funcion y los conjuntos sobre
los cuales se define la funcion.

f(x) =y Corresponde a la regla de asignacion << se lee «efe» de
X igual a y>>.

A x también se le llama variable independiente y a y se le llama va-
riable dependiente.

Nidia Mercedes Jaimes Gémez




114 Mateméticas |

Si x=a, y, f(a)=b se dice que b es laimagen de a a través de la funcion f.
Al conjunto A se le llama dominio de la funcion f y al conjunto B se le
llama codominio de la funcion.

Ejemplo 1

Notar formalmente cada una de las siguientes funciones:

1) La funcion h definida de N —{0} en R tal que a cada natural
diferente de cero se le asigna su reciproco

Notacion: h:N-{0}
h(n) =

R

Sl= |

b) La funcion g definida de Z en R tal que a cada entero z se le
. 1
asigna el entero z aumentando en 5

Notacion: g:Z— R

Ejemplo 2

Hallar la imagen de a + 2, a € N a través de las funciones hy g
definidas en el anterior ejemplo

Solucion A

Comoa+2&N-{0}entonces se le puede aplicar la regla de asigna-
cion correspondiente a la funcion h (ver anterior ejemplo).
1

a+2

h(a+2) = Lz Asi, laimagen de a + 2 através de h es
a+

Solucion B

Como (a + 2) € Z entonces también se le puede aplicar la regla de
asignacion correspondiente a la funcion g, es decir:
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g@a+2)= (a+2)+ % y reduciendo, se tiene que:

11
a+2)=a+—;
g@+2) 5
luego se puede afirmar, que a + 1—51 es laimagen de a + 2 a través
deg.

Funciones reales J

Definicion: Una funcion real es una funcion definida de
R en R y, tanto el dominio como el codominio son
subconjuntos de los nUmeros reales

Cuando se trabaja con funciones reales, sblo es necesario definir la
regla de asignacion.

f:R—R
fx)=y

Donde x es la variable independiente y la variable dependiente es y

Es decir, se escribe: f(x)=y envezde {

Dominio de una funcion real J

DEFINICION:

El dominio de una funcion real f (notado D, ) es el conjunto todos los
valores reales que tienen la imagen definida a través de la funcion
dada.

Para determinar el dominio de una funciéon real seria bueno preguntar:
¢ Qué valor o valores reales puede asumir la variable independiente
de tal forma que su imagen (o valor dependiente) siempre sea un
numero real?

Rango de una funcion real: El rango de una funcion f, notado Rf, es
el conjunto de todas las imagenes de los elementos del dominio.
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Ejemplo:

Para la funcion f(x) = 1 , la pregunta seria: ;Qué elementos reales
tienen reciproco?

Como se sabe, el Unico real que no tiene reciproco es cero. Es decir
la imagen de cero a través de f no esta definida. Por lo tanto, el domi-
nio de fes :

Df= R -0}

1 Ejercicio N° 20

1) Determinar el dominio de cada una de las siguientes funciones:

a) f(x)=x"+3 b) f(m)=mz+5m+6
c) f(m)= 21 d) f(x)=~v2x+1
m-+4
o) flm)= ' ) fw)= s w -1
g) f(x) =log(x? - 16) h) f(m)=+-m
) f(w)=w+7 i) f(x)=/xe* - 2e*
k) f(m)= \% ) f(x)= 43x° + X2 -6x -2

m) f(k) = \ -5(k? - 4) n) f(w)=In(-3w?®)

o) f(z)=22° + 22 252+ 12

2) Seag(y)=-y*y f(x)= v1-Xx
a) Determinar el dominio de g, y de f.

b) ¢Existe laimagen de 4 a travées de g?;atraves de f ?
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c) Calcular:
c1) f(a+b),g(a+b)

c.2) f(-2)+f(-3)

c.3) f(x+h)

c.4) g(y+h)

c.5) g (0),f(0)

c.6) g (5+x)—23g (x)

1

c.7) f(—z) _f(-2)

3) Paralasdos funciones f, g definidas anteriormente, ¢ qué valores
debe asumir la variable independiente de tal forma que:

a) Laimagen sea 0.

b) Laimagen sea 6.

Grafica de una funcion J

Sea f una funcion de A en B, cada elemento de la funcion f se puede
expresar como una pareja ordenada, de la forma (a, b), o (a, f(a)),
con acAybeB.

Asi como existe una correspondencia entre los nUumeros reales y los
puntos de una recta numérica, de la misma manera se puede
establecer una correspondencia entre una pareja ordenada (a, b);
a, b € R, y los puntos del plano cartesiano, determinado por dos
rectas reales (ejes) perpendiculares (generalmente una horizontal y
otra vertical).

Dada una pareja ordenada (a, b) es posible identificar el punto del
plano que la representa. Para ello, sobre la recta horizontal se situa
el real «a» y sobre la vertical el valor «b» y por dichos puntos se
trazan rectas perpendiculares a los ejes, respectivamente, y el punto
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de interseccion de éstas es el punto del plano que representa la pareja
ordenada (a, b).

Utilizando el procedimiento inverso, dado un punto en el plano se
identifica la pareja ordenada que lo representa.

De ésta manera: Cada pareja ordenada esta representada por un
Unico punto en el plano y cada punto del plano representa una pareja
ordenada. Los elementos de la pareja son las coordenadas del punto,
en donde la primera componente de la pareja es llamada abscisa
(representada en el eje horizontal) y la segunda componente, orde-
nada (representada en el eje vertical).

b (a!b)

DEFINICION

Sea f una funcion real. La grafica de f es la representacion en el
plano cartesiano de todas las parejas ordenadas.

(x,f(x)) o (x,y) con y=f(x) y xe&D.

Convencionalmente se ubica la variable independiente en el eje hori-
zontal y la variable dependiente en el eje vertical.

Ejemplo:

1) Sea f:{-2,-1,0,1,2}—{0, 1, 4}
f(x) = x?

Segun la regla que define esta funcion se tiene las siguientes parejas
ordenadas:
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(-2,4), (-1,1), (0,0), (1, 1), (2, 4).

La representacion en el plano cartesiano de dichas parejas confor-
man la grafica de f, asi:

-3
-2
(_17 1). 1 1@ (1! 1)

2) Seaf: [-2;2] — R definida por f (x) =x?

Como el dominio de f es un conjunto infinito de numeros reales,
para determinar el comportamiento de su grafica se suele selec-
cionar algunos valores del dominio para encontrar sus imagenes
y asi, con estas parejas ordenadas, identificar algunos puntos
de la grafica.

Lo anterior es:

Para:
x=0: f(0) =0, correspondiente a la pareja ordenada (0, 0)
x=-2: f(-2) =4, correspondiente a la pareja ordenada (-2, 4)
x=-1: f(-1) =1, correspondiente a la pareja ordenada (-1, 1)
x=1: f(1) =1, correspondiente a la pareja ordenada( 1, 1)
x=2: f(2) =4, correspondiente a la pareja ordenada (2, 4)
x=\2: f («/E) = 2, correspondiente a la pareja ordenada (\E,z)
x=—E : f(—g) = g, correspondiente a la pareja ordenada (-Eg)
2 2) 4 2°4
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Asi, al encontrar la imagen de cada elemento del dominio de f, la
grafica de la funcion f(x) = x® es:

3) Trazar la grafica de g(x) = %
El dominiode g es (-« ;0) U ( 0; )
Para determinar el comportamiento de la grafica de g, consideramos:

a) Enelintervalo (—« ;0):

Elemento del Imagen a través
dominio de g de g Pareja ordenada
1 1
= —10)= —— -10,- —
x=-10 9(10)= ~5 ( 10)
1 1
= — 8 )= —— _8’__
x=-8 9(-8)= -3 ( 8)
x= g (3. 4 (ﬂi)
4 31 4 31
oS o (-5)--2 (23
2 2 5 2" 5
_ 8 _3__2 3.2
=7 g( 2) 3 ('E"E)
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b) En elintervalo ( 0; «) :

x=— g (i)—m (im)
16 16 16’
<3 sl
8 8 8
2 (2) 3 (2 3)
X=— g ~1 == iy
3 3/ 2 32
x=1 g(1) =1 (1, 1)
1 1
x=5 5)=2 5,—)
so-y [
x=15 g(E)=£ (E 3)
2 2) 15 215
Asi, la grafica de la funcion g(x) = l es:
X
T 1
> 9 = -
=5
T-5

Comog(x) =0 paratodox €D, R, =(—,0)U(0, )
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Ceros de una funcion J

Sea f una funcion con dominio D,.
SiaeD, aesuncerodefsif(a)=0

Es decir:
Ceros def={x€D, | f(x)=0}

Interseccion con el eje «y»

Sea f una funcion.
Si 0€D,, f(0) sedenomina interseccion con el ejey.

En general, al considerar los ceros de una funcion y la interseccion
de su grafica con el eje Y se habla de los interceptos con los ejes
coordenados.

Ejemplos

1) f:{-2,-1,0,1,2}—{0, 1,4}
f(x)=x2
Los ceros de fse reducen Unicamente al valor cero, pues
0eD, y f(0)= 0.

Ademas en este caso f (0) = 0 representa también la interseccion de
la grafica de f con el eje y.

2) f.[-2;2]—R
f(x)=x?

El Unico cero de esta funcion es 0 pues 0 €D, y f (0) =0, siendo a su
vez este valor la interseccion con el eje y.

x? -4
X +

2 es el Unico cero de lafuncion porque2€ D,y f(2)=0
Como 0 €D, la grafica de f intersecta al eje y en f (0) = -2.
Asi —2 es la interseccibn de la gréafica de f con el eje y.

3) Para la funcion f(x) = , D.=R-{-2}
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4)

La funcion g(x) = 1 no tiene ceros pues para todo x, elemento
X

de su dominio, g (x) = 0.

Tampoco ocurre que la grafica de g intersecte al eje y. Pués
0&ZD.
9

Por lo tanto esta funcion no tiene interceptos.
Euercicio N° 21

Hallar dominio, ceros e intercepto con el eje Y. Trazar un bos-
quejo de la gréafica, determinar el rango (si es posible) e indicar
las asintotas si existen en cada una de las siguientes funciones:

a) f(x) = v-5x+2 b) f(x) = Jx2-9

e)f(x) =x*—-2x*-7x + 14 f) f(x) = log ,(x + 3)

g) f(x) = log (7x + 2) h) f(x) = 2 x+1

i) f(x) =—5x+2 i) f(x) = X2 + 1
_ 1 .

KT = s ) f(x) = x
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2) Dada la grafica:

110 f(x) = 203 —5

A 1o

a) Hallar las coordenadas de los puntos Ay B.
b) Determinar el dominio y el rango de la funcion.

3) Dada la grafica:

g(x)

o
(=)

-16 -
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a) ¢Es g una funcion?;por qué?

b) Determinar el dominio de g.

c) Determinar el rango de g.

d) Determinar los ceros de g.

e) ¢Existen asintotas?(indiquelas en la grafica).
f) ¢Cual es laimagen de 4 a través de g?

4) Seaf(x)=—%X* 3 funcion de valor real.
N2-x

Determinar la validez de las siguientes afirmaciones y justificar la
respuesta:

a) El dominio de f es el intervalo (2, 3)
b) 2 eslaimagen de 1 a través de f.
c) La grafica de la funcion f no intercepta al eje x.

5) Sea f(x)= —X=5

terminar:

la funcion de valor real abajo graficada. De-

f(x)

r10
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a) Dominio.

b) Rango.

c) Coordenadas de los puntos Py Q.

d) f(-5)

e) El valor del dominio cuya imagen es 10.

1

Sean: f(x)=3-x% g(m)=+-m+2 Yy h(z)=
5z-2

HALLAR:

f(a + b), h(4 + m), g(-1/5), h(0) — 2f(0)

Para cada una de las anteriores funciones, determinar: domi-
nio, rango, ceros, intercepto con el eje y; trazar un bosquejo de

la gréafica e indicar las asintotas si existen.

Determinar el dominio y el rango de cada una de las  siguientes
funciones

a) b)
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9) En cada uno de los siguientes casos, graficar una funcion f tal
que:

a) Di=(<-3)U[5 —)y R =[-5—)

b) D,=[-20,1/2)y R, =R

0 D= (-5-3)UB~) y R=(1,4)
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Algunas funciones
especiales

Funcion lineal J

Definicion: Una funcion lineal esta definida por la regla:
f(x)=y=mx+b,conm,beER, m=0

Observacion: La grafica de una funcion lineal es una linea recta,
cuya pendiente es my el punto de corte con el eje Y es b.

Ejemplos:

1) FX)=-X+2
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DEFINICION:

En la funcion lineal (f(x) = mx + b), m se define como la
variacion de la variable dependiente por cada unidad que
varie la variable independiente (graficamente m representa
la inclinacion de la linea recta).

OBSERVACION:

Si(x,,y,) ¥ (X, ¥,) sonpuntos diferentes de una funcion lineal f, m

se puede determinar mediante el cociente: m = Y2~ Y1 (mostrar

graficamente). X, - X
Ejemplos:

1) Encontrar la regla que define la funcion lineal de la recta que
pasa por los puntos (3, -2) y ( 4, 5).

Como una funcion lineal esta definida por una expresion de la forma:
f(x) =y = mx + b, se deben determinar los valores m, b.

Teniendo en cuenta que: m = Y2~ Y1 entonces,

X2—X1
5-(-2) -2-5
m= (@] m-=
4-3 3-4
m=7 m=__7=7

Nota: como m > 0, este valor indica que por cada unidad que
aumente (o disminuya) la variable independiente, la variable de-
pendiente aumenta (o disminuye) 7 unidades.

Luego: f(x)=y=7x+b

Ahora, (X, y) representan las coordenadas de cualquier punto de la
funcion, en particular (3, —2) y (4, 5) satisfacen dicha funciéon.
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Esto es :
-2=73)+b o] 5=7(4)+b
-2=21+b 0 5=28+b
-2-21=b o) 5-28=b
-23 =b -23 =b

Por lo tanto: f(x) =y =7x—23 es la regla que define la funcion lineal
cuya recta pasa por los puntos (3, =2) y (4, 5).

La siguiente grafica representa la funcion definida por f(x) = 7x —23:

f(x)

/

2) Encontrar la regla que define la funcion cuya grafica es la recta
de pendiente — 2 y que pasa por el punto de coordenadas

Como la pendiente es —g , ésto significa que por cada dos unidades

que varia la variable independiente, la variable dependiente varia
en forma inversa 3 unidades (o por cada unidad que varia la variable

independiente, la dependiente varia en forma inversa% de unidad).
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Es decir, que si tomamos el punto (-4, 6) y aumentamos su abscisa

en una unidad (-4 +1), su ordenada se disminuye en g (6 —% )y

se obtiene el punto (-4 + 1, 6 —g ), equivalente a: (-3 g ).
2
La regla que define la funcibn es: f(x) = y =—g x + b. Como el

punto (—4, 6) pertenece a la recta, satisface la funcion anterior:

3
6=—(-4)+b

2( )+
6=6+b
0=b

Es decir, f(x) =y = —g X

@ TENGA EN CUENTA:

a. Costo total = Costo variable + Costo fijo

Costo total
Cantidad de unidades
c¢. Ingreso total = (Precio por unidad)(numero de unidades
vendidas)
d. Utilidad total = Ingreso total — Costo total.

b. Costo promedio por unidad =

3) Los costos de produccidén de un determinado articulo se com-
portan segln una funcion lineal. Si se producen 40 unidades
iniciales de dicho articulo el costo es de $210000 y si se produ-
cen 12 unidades el costo es de $70000

a) ldentificar la regla que define la funcion costos de produccion

b) Identificar los costos fijos de produccion

c) Interpretar m

d) ¢Cual es el costo de producir 17 unidades de dicho articulo?

e) ¢ Si el costo fue de $185000 cuantas unidades de dicho arti-
culo se produjeron?
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Solucion:

a) Como los costos de produccibn se comportan como una
funcion lineal, entonces tiene la forma: C(x) = mx + b donde
x es la cantidad de unidades producidas (variable indepen-
diente) y C(x) es el costo de produccion de dichas unidades
(variable dependiente).

Sabemos también que:

Si x= 40, C(40

) = $210000 y
Si x=12, C(12) =

$ 70000
Esto es: (40 unidades, $ 210000), (12 unidades, $ 70000)

Luego:
_ $70000 - $210000 = $ 5000 por unidad
12unidades - 40unidades

El anterior resultado significa que el costo de producir una nueva
unidad es de $5000

Asi: C(x)=$5000x +b
Ahora: $ 70000 = $ 5000 (12) + b
$ 70000 — $ 60000 = b
$10000 = b
Por lo tanto : C(x) =$ 5000x + $ 10000
b) Como los costos fijos de produccion son independientes
de las unidades producidas, para calcular su valor considera-

mos X = 0, Entonces:

C(0) = $ 5000(0) + $ 10000
C(0) = $ 10000

Luego los costos fijos de produccion son $10000
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¢) Como m > 0, la funcibn de costos es creciente, es decir que
en la medida en que se aumenta el numero de unidades
producidas, el costo total de producir estas unidades también
se incrementa. Ademas como m = $5000, por cada unidad
adicional que se produce, el costo se incrementa en $5000.

d) Como la funcion costo total es: C(x) = $5000x + $10000, si
x=17,
c@a7) $ 5000(17) + $ 10000

$ 85000 + $10000

= $ 95000

Como C(x) = $ 5000x + $10000 y nos indican que para algin X,
C(x) = $185000, debemos averiguar para qué x se cumple:

$ 185000 = $ 5000x + $ 10000
$ 185000 —$ 10000 = $ 5000x
$ 175000 = $ 5000x

$175000= X

$5000
Es decir, se deben producir 35 unidades de un articulo para que
los costos sean de $ 185000.

4) Una poblacion en extincion, inicialmente (1960) tenia 1 200000
habitantes, pero en 1980 se redujo a la mitad. Si la poblacion se
comporta como una funcion lineal respecto al tiempo transcurri-
do en anos:

a) Definalas variables, e identifique la regla que define la funcion:
poblacion — tiempo.
b) Interprete my b
¢) ¢Qué tiempo debe transcurrir para que la poblacion desapa-
rezca por completo?
d) Grafique la funcion.
Solucion:

a) Variable independiente: t =tiempo transcurrido en ahos des-
de 1960.
Variable dependiente: P(t) = Poblacion después de t ahos.
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El aho 1960 se consideracomot=0, luego P(0)= 1200000
El aho 1980 se considera como t = 20, luego P(20) = 600000
(¢ Por qué?)
. -1200.
Asi: m = 600 OOZO 000 000 =-30.000 y b =1 200000

luego la funcion pedida es: P(t) = — 30000t + 1 200000

b) Como m < 0, esta funcion lineal es decreciente, es decir que
a medida que transcurre el tiempo, la poblacion disminuye.
Ademas, como m = — 30000, indica que por cada aho que
transcurre la poblacion se disminuye en 30000 habitantes.

c) Sila poblacion se extingue completamente, P(t) = 0, luego:

0 =-30000t + 1 200000, t =40 ahos. Lo cual significa que
deben transcurrir 40 ahos a partir de 1960 para que la pobla-
cion descrita se extinga completamente (esto ocurriria en el
ano 2000).

d. Comportamiento de la poblacion respecto al tiempo

Poblacib‘:n
1200000

| >
I I -
20 40
Tiempo transcurrido en ahos después de 1960

A

Y

Euercicio N° 22

Graficar las siguientes funciones, indicando los interceptos con
los ejes coordenados y la pendiente de la linea recta:

a) f(x) =10+ 3x b) f(x) = 2x
c) f(X)=—7 + %x d) f(x) = -5 —5x
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2)

3)

Determinar en cada caso, la funcion lineal que cumple:

a) Su grafica pasa por los puntos (1, 2) y (%%)

b) Los puntos (-2, 3) y (5, —2) satisfacen la funcion.
1
c) La grafica tiene pendiente "5 y pasa por el punto (O,g)

d) La grafica pasa por los puntos (100, 3500) y (200, 7200)
e) La grafica pasa por los puntos (—100, —750) y (0, 4500)

Contestar en cada caso y justificar la respuesta:

a) Sean f(x)=m,x+b,,y, g(x) =m,x +b,, silas graficas de las
funciones f y g son lineas rectas paralelas, jqué relacion
existe entre m, y m,?

b) Sean f(x)=m.,x+b, .y, g(x)=m,x +b,, silas graficas de las
funciones f y g son perpendiculares, ¢ qué relacion existe entre
m,ym,?

Los costos de producir x pares de zapatos para una empresa
estan dados por C(x) = $ 7000000 + $ 1500x y cada par de
zapatos se vende por $ 5000.

a) ¢Cuales son los costos fijos de produccion de la empresa?
Interprete la respuesta.

b) ¢Cuales son los costos variables por cada par de zapatos
que produzca la empresa?

c) ¢Cuales son los costos de producir 1500 pares de zapatos?
¢,3000 pares?

d) ¢Qué ingreso tiene la firma si produce y vende 1500 pares de
zapatos? 43000 pares?

e) Construir la funcion de utilidad de producir y vender x pares
de zapatos

f) Si la empresa desea obtener una utilidad de $ 1 750000,
¢cuantos pares de zapatos debe producir y vender?

g) ¢Cuantos pares de zapatos debe producir y vender la em-
presa para no tener pérdidas ni ganancias? (punto de
equilibrio)
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h) En el mismo sistema de coordenadas cartesianas, trazar la
grafica de las funciones costos e ingresos y rayar la region de
pérdidas.

Para una empresa se sabe que al producir una unidad adicional
a partir de un nivel x de produccion los costos se aumentan en
$ 10, y que al producir 200 unidades se tienen unos costos de
produccion de $ 10000

a) Construir una funcion lineal que represente el costo total de
producir x unidades.

b) ¢Cual es el costo promedio de producir 100 unidades? ¢ x
unidades? ¢ Es lineal esta funcion?

c) Sila empresa tuvo unos costos totales de $13000, ¢ Cuantas
unidades produjo?

Si producir 50 unidades de un articulo tiene unos costos totales
de $ 30000, y producir 200 unidades tiene un costo total de
$ 45000; y los costos totales de produccion estan relacionados
linealmente con la cantidad de unidades producidas:

a) Definir las variables y encontrar la funcion lineal que relaciona
los costos totales con el nimero de unidades producidas.

b) ¢En cuanto se aumentan los costos totales de produccion
por cada unidad adicional que se produzca?

c) ¢Cuales son los costos fijos de produccion?

d) ¢Cual es el costo total de producir 425 unidades? ;426 uni-
dades? ;En cuanto se aumentan los costos? ;Qué repre-
senta este valor?

e) Si la funcion de utilidad es U(x) = 50x — 25000, ¢cual es el
precio de venta de cada articulo?

f) ¢Enqué nivel de produccibn la empresa incurre en pérdidas?

g) ¢A qué precio por unidad deberia vender 500 unidades para
que la utilidad sea de $1 0000007

Un productor puede ofrecer x unidades de un bien a un precio p

segln x = 0(p) = 540 + 3p, y los consumidores pueden comprar
x unidades a un precio p segun x = D(p) = 700 — 5p.
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a) ¢Cual es el precio de equilibrio?

b) ¢Cual es la cantidad de equilibro?

c) ¢En cuanto excede la cantidad demandada a la cantidad
ofrecida si el precio fuera de $ 15?

d) ¢Encuanto excede la cantidad ofrecida a la cantidad deman-
dada si el precio fuera de $ 277.

8) Los costos de produccion de una empresa estan dados por un
modelo lineal que se presenta a continuacion. Sila empresa vende
cada articulo a $ 2500:

Pesos
Funcion de costos totales

640000

300000

200
Cantidad de articulos

a) Determinar la funcion que representa los costos totales de
producir x unidades.

b) ¢Cuales son los costos fijos de produccion?

c) Determinary graficar (en el mismo esquema dado) la funcién
de ingresos por la venta de x unidades.

d) Determinar e interpretar el punto de equilibrio.

e) ¢Para qué niveles de produccion y venta se obtienen pérdi-
das? Resaltarlo en la grafica.

1 Taller N°10
PROBLEMAS DE APLICACION DE LA FUNCION LINEAL
PRERREQUISITOS:

Tener claridad en el concepto de funcion.
Distinguir entre variable independiente y dependiente.
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Identificar la forma general de una funcion lineal.

Identificar los parametros de una funcion lineal ( pendiente y corte
conelejeY).

Tener claridad en las reglas: costo, Ingresos, utilidad y punto de
equilibrio.

Definir las variables, plantear y resolver cada uno de los siguientes
problemas:

1)

El costo variable de fabricar una mesa es de U$7 y los costos
fijos son de U$150 al dia. Determinar el costo total de fabricar x
mesas al dia. ;Cual es el costo de fabricar 100 mesas al dia?

Una firma que fabrica esferos determina que la relacion entre los
costos totales de produccion y el numero de esferos fabricados
es lineal. El costo total de fabricar 10 esferos es $800 y el costo
total de fabricar 20 esferos es $ 1100. Si la firma vende cada
esfero en $ 50:

a) Encontrar la funcion de costos. Interprete my b

b) ¢Cual es el costo total de producir 40 esferos?

c¢) Hallarla funcion I de ingresos y la funcion U de utilidad (como
funciones del nUmero de esferos producidos y vendidos). En
cada caso interpretar my b

d) ¢Cuantos esferos debe producir y vender para obtener una
utilidad de $100007?

e) Determinar el punto de equilibrio.

El costo de un boleto de autobls en Caloto (Cauca) depende
directamente de la distancia recorrida, asi: un recorrido de 2 millas
cuesta $ 400, mientras que uno de 6 millas tiene un costo de
$ 600. Determinar el costo de un boleto por un recorrido de x
millas.

El costo variable de producir cierto articulo es de $ 900 por unidad
y los costos fijos son de $ 2400 por dia. Si el precio de venta de
cada articulo es $ 1200, ¢cuantos articulos debera producir y
vender para determinar el punto de equilibrio?

Los costos de produccion de un determinado articulo se com-
portan segin un modelo lineal. Si se producen 12 unidades, el
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8)

costo es de $ 210000 y si se producen 40 unidades, el costo es
de $ 70000. Cada articulo se vende en $ 7000. Determinar:

a) La funcion de costos e interprete los parametros: m, b.

b) ¢Cuantas unidades (aproximadamente) debe producir y
vender para alcanzar el punto de equilibrio?

c) Interpretar: C(x) =0, U(30), U(20)

d) Graficar la funcion de costos y la funcion de ingresos (en un
mismo plano cartesiano), indicar el punto de equilibrio y rayar
la region de pérdidas.

El costo de producir x articulos esta dado por ¢(x) = 2.8x + 600
y cada articulo se vende en $4.

a) Encontrar el punto de equilibrio
b) Si se venden 450 unidades, ¢ cual deberia ser el precio fijado
a cada articulo para garantizar que no haya pérdidas?

El costo total de producir x cantidad de articulos a la semana
esta dado por C(x) = 1000 + 5x. Si cada articulo puede venderse
en $ 7, determinar el punto de equilibrio. Si el fabricante puede
reducir los costos variables a $4 por articulo incrementando los
costos fijos en $ 200 a la semana, ¢le convendria hacerlo?

En cierta compania el costo variable por producir cada unidad
de su articulo es $1 500. Producir 100 unidades tiene costo total
de $1 55000. Luego comercializa todos los articulos que produ-
ce a un precio de $ 2000 cada uno. Si el comportamiento de los
costos es de tipo lineal, determinar:

a) Funcion de costo total e interpretar los parametros: m, b.

b) Funcion de utilidad e interpretar los parametros: m, b.

c) Punto de equilibrio.

d) ¢Qué precio debera fijar a cada articulo para obtener una
utilidad de $ 75000 por la produccion y venta de 100 articulos?

e) En un mismo plano cartesiano, graficar las funciones de in-
gresos y costos y rayar la region de ganancias.

Para la compania B los costos totales por producir x unidades
estan dados por C(x) = 55x + 4000 y vende cada articulo en
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10)

11)

12)

$ 65. Para la compania A producir 100 articulos genera costos
de $ 7500 y los costos variables son los mismos de la compahia
B y vende cada articulo en $ 62.

a) Determinar la funcion de costos para la compahia A.

b) Determinar la funcion de utilidad para cada una de las com-
pahias.

c) Determinar el punto de equilibrio para cada una.

Los costos fijos por producir cierto articulo son de $5 000 al mes
y los costos variables son de $3 .50 por unidad. Si el productor
vende cada articulo en $ 6; determinar:

a) El punto de equilibrio

b) El nUimero de unidades que se deben producir y vender al
mes para obtener una utilidad de $1 000 mensuales

¢) Lapérdida cuando se producen y venden 1500 unidades cada
mes.

Una empresa comprd una maquina en el aho de 1975 por un
valor de $ 850000. Si ésta tiene una depreciacion anual constan-
te de $ 45000:

a) Determinar el modelo lineal que relaciona el valor de la ma-
quina con el nUmero de anhos transcurridos a partir de 1975.

b) ¢En qué anho la maquina pierde su valor?

c) ¢Al cabo de cuanto tiempo la maquina vale el 35% de su
valor inicial?

d) Graficar la funcion.

Dada la tabla:

CANTIDAD DE ESTUDIANTES INSCRITOS EN LA CARRERA DE DERECHO

EN LA UNIVERSIDAD ABC (DESDE SU FUNDACION)

| Aho 1980 1985 1990 |

| Numero de estudiantes 5200 4300 3400 |

a) Determinar un modelo lineal que relacione la cantidad de es-
tudiantes inscritos con el tiempo transcurrido. Interpretar los
parametros: m, b.
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13)

b) Aproximadamente, ¢ cuantos estudiantes se inscribieron en 19977
c) ¢En qué aho se debe prescindir de esta carrera?
d) Graficar la funcion.

Edilberto y Anibal, elaboran boligrafos publicitarios. En la fabrica
de Edilberto los costos fijos son $ 20000, el costo variable por
unidad es $ 500 y vende cada boligrafo que produce en $ 1500.

En la fabrica de Anibal, la utilidad U por producir y vender X
boligrafos esta dada por la funcion U(X) = (3000 — 25X)X — 50000.

Complete la siguiente informacion:

Fabrica de Edilberto

Funcion de Costo Total C(X) =
Funcion de Utilidad U(X) =
Equilibrio

Fabrica de Anibal

Cantidad de boligrafos que maximizan la utilidad

Utilidad maxima

Equilibrio

14)

Trazar en el mismo sistema de coordenadas cartesianas la
funcion de utilidad en cada una de las fabricas.

Al vender mas de 30, pero menos de 60 unidades de estos
productos, ¢cual de las fabricas obtiene mayor utilidad?

La siguiente grafica representa el modelo para determinar la tarifa
total que debera pagar un contribuyente cada mes por un servicio
publico.
Valor a pagar
27000
17000

2000

<

\ 30 40
Unidades consumidas al mes
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Determinar:

a) Cargo fijo.
b) Valor total a pagar por el consumo de 50 unidades al mes.
¢) Ecuacion general que describe la funcion.

15) De lacompahia Ortiz que fabrica cinturones, se tiene la siguiente
informacion:

- Comercializa su producto en la ciudad de Santa Fe de Bogota
y fuera de ella.

- Lafuncibn de costo total no es la misma en Santa Fe de Bogota
que en las otras ciudades pero ambas, obedecen a un modelo
lineal.

- Para Santafé de Bogota los costos fijos son; $ 25000. El costo
total de producir 25 cinturones es de $ 200000. El precio de
venta de un cinturon es $1 5000.

- Paraotras ciudades los costos fijos son: $ 3000. Cada cinturon
se vende en $ 15000. La utilidad por producir y vender 25
cinturones es $ 195000.

De acuerdo con la anterior informacion, complete la siguiente tabla:

COMERCIALIZAR EN COMERCIALIZAR
SANTA FE DE BOGOTA | FUERA DE SANTA FE
DE BOGOTA

COSTOS FIJOS
FUNCION DE COSTO
TOTAL

FUNCION DE INGRESO
FUNCION DE UTILIDAD
PUNTO DE EQUILIBRIO

En donde recomienda comercializar:

a) ¢Menos de 5 cinturones?
b) ¢Mas de 50 cinturones?

16) Las firmas UFO y OVNI fabrican botines. De cada una de estas
firmas sabemos:
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UFO: La utilidad por fabricar y vender x pares de botines se pue-
de expresar como U(x) = 13X — 5200. El ingreso por la venta de

10 pares de botines es $ 630.

OVNI: Los costos totales de producir 100 pares de botines son
$11000 vy los costos totales de producir 200 pares de botines
son $ 16000, por la venta de 10 pares de botines el ingreso es

$ 650.

Completar la siguiente tabla:

UFO

OVNI

FUNCION DE COSTOS

COSTOS FIJOS

COSTOS VARIABLES

FUNCION DE INGRESO

FUNCION DE UTILIDAD

PUNTO DE EQUILIBRIO

Nota: Todas estas funciones se comportan como una funcién
lineal. Si usted, ademas de su salario (igual en cualquiera de las
firmas) recibe como bonificacion el 10% de las utilidades, en cual

de las firmas trabajaria? Explicar.

17) El supermercado ALFA determina que la utilidad por la venta de

x articulos se puede leer en la grafica que muestra la figura.

40

15 35 55
Cantidad de articulos

a) ¢Cuantos articulos debe vender ALFA para que la utilidad

sea maxima?
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b) ¢Para que nivel 6 niveles de ventas se tiene el punto de equi-
librio?
¢) ¢Cual es la funcion U de utilidad? U(x) =

Funcion constante J

Una funcion f se denomina constante, si tiene la forma general

f(x) = k

La grafica de una funcion constante es una linea recta con pendiente
cero (horizontal).

Ejemplo:

La grafica de la funcion f(x) = -3, es:

Observe que, Df =Ry Rf = {— 3}

Funcion cuadratica J

Una funcion cuadratica tiene la forma general
y=f(x) = axX*+bx+c, dondea,b,cER,a=0
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El dominio de esta funcion son los nUmeros reales.
Por ejemplo,

a) f(x) =x?

b) g(x) =2x*-1

c) h(x) =-3x*-x

d) y=-5x*+2x—-7

son funciones cuadraticas y cada una de ellas tiene como dominio
los nUmeros reales.

GRAFICA DE UNA FUNCION CUADRATICA:
Se considera el siguiente ejemplo:
f(x) =2x?

Como Df = R, asignemos algunos valores particulares a x para ob-
servar el comportamiento de la grafica de f(x):

Six=0, f(0) =0, (0, 0) (cero de la funcion)
Six=-1, f(-1) =2, (-1,2)

Six=1, f(1) =2, (1,2)

Six=-2, f(-2) = 8, (-2,8)

Six=2, f(2) = 8, (2, 8)

ix=1 Ha A

SIX—2, f(z) 2, (212)

ix=-1 1ot 11

Six= > f( 2) > ( 2,2)

Representando los puntos en el plano cartesiano, obtenemos:
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f(x) = 2x2

Este tipo de gréafica caracteristica de las funciones cuadraticas se
llama parabola. La parabola tiene un punto minimo o un punto maximo
que se llama vértice. En el caso anterior se encuentra en el origen del
sistema de coordenadas cartesianas. Ademas en el caso en que
a > 0, el vértice corresponde al punto minimo (parabola abre hacia
arriba) y en el caso en que a < 0 el vértice corresponde al punto
maximo (la parabola abre hacia abajo).

Ahora se consideraran funciones cuadraticas para las cuales b = 0 0
¢ = 0 casos en los cuales el vértice de la parabola estéa en el origen.

Seaf(x) =ax’+ bx +cparalacualb=00c=0yax>0. Su grafica
es una parabola que abre hacia arriba y su vértice un punto de coor-
denadas (h, k) del sistema xy.

(h, k)
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El punto (h, k) se puede considerar como el origen de un nuevo
sistema x'y ' en este sistema la parabola tiene la ecuacion: y'=a(x ')
(1) pués su origen es el origen del sistema x'y '.

¢, Como podemos expresar (X', y'), coordenadas de un punto cual-
quiera del sistema, x'y' en téerminos de las coordenadas (x, y)?

Xx=x'+h,esdecir,x'=x-h, y
y=Vy'+Kk, esdecir,y'=y—k (Observar la anterior grafica)

Reemplazando estos valores en (1):

yI = a(x I)2

y—k=a(x—h)?
Realizando las operaciones:

y — k = ax® — 2ahx + ah?

y = ax? — 2ahx + (ah? + k)

y comparando en la forma general: y = ax® + bx + ¢, tenemos:

—2ah=byah®’+k=c

2
De donde: h=i, k=P —4ac
2a 4a

que son las coordenadas del vértice en términos de los numeros
reales a,byc.

@ RECUERDE LAS COORDENADAS DEL VERTICE DE UNA PARABOLA:

-b b? - 4ac)

Coordenadas del vértice = v = (h, k) = (5, ia

Para esta parabola su eje de simetria eslarectax=h

Ejemplo:

Sea f(x) =3x®—5x + 2
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De acuerdo con lo expuesto anteriormente, su grafica es una para-
bola que abre hacia arriba pues (a = 3) > 0, y tiene como vértice el
punto de coordenadas (h, k) donde:

-5 5 (-5)° -4(3)(2) 1

== AN o yy == N =

2(3) 6 4(3) 12
es decir, (E—l)
6’ 12

Ahora consideremos los interceptos de la grafica de la funcion:
Con x (ceros de la funcion), f(x) = 0.

3x2-5x+2=0

(3x)° -5(3x)+6 _
. -

0

(3x - 2)3(x - 1)
3

=0
(Bx-2)(x-1)=0
=E, x =1, es decir
3

2
(—,0), y, (1,0) son los puntos de corte con el eje x

Con estos puntos podemos dar un buen bosquejo de la grafica de f.
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f(x) = 3x® — 5x + 2

105

!
(5/6, -1/12)

Nota: Para obtener mayor precision de la grafica se pueden consi-
derar puntos adicionales.

. 1 . . p
El rango de esta funcion es[—ﬁ, 00) y su eje de simetria es la rec-

ta de ecuacion x = E

EN GENERAL:

Para una funcion cuadratica cuya grafica es una parabola que abre
hacia arriba su rango es:{y ER/y=k} = [k;—)

Si la funcion cuadratica es una parabola de vértice (h, k) que abre
hacia abajo su rango es :{y €R/y <k} = (~o;k]
(d Euercicio N° 23

1) Determinar los interceptos con los ejes coordenados, graficar y
hallar el rango de las siguientes funciones cuadraticas:
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a) f(x)=x*+5x+4 b) f(x)=x*-9

c) f(x)=2x*-9x-5 d) (x)=5x2—7x+10
e) y=x2+1 f) f(x)=-3x*+7

g) f(x) = 2x —4x® h) f(x) = -3x®+2x + 1
i) y=—%x2+4x—2 i) f(x)=-5x*+2x -3

La utilidad de producir y vender x unidades de un bien para una
empresa esta dada por : U(x) = —x?® + 80x — 500

a) ¢Queé utilidad tendra la empresa si produce y vende 20, 35y
55 unidades?

b) ¢Qué nivel (es) de produccion debe tener la empresa para
que no haya pérdidas, ni ganancias?

¢) ¢Para qué niveles de produccion la empresa puede incurrir
en pérdidas?

d) ¢Para qué nivel de produccion la empresa alcanza la maxima
ganancia?;Cual es dicha ganancia?

e) Graficar U(x)

A continuacibn se encuentran graficadas las funciones de costo
total C(x) e ingreso total I(x) mensual para determinada empresa:

Millones I(x) = =x2+7x

de pesos /9{

2 2 4 6 \8

Unidades producidas y vendidas (en miles)
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a) Determinar la regla que define la funcion de costo total. Inter-
pretar los parametros my b.

b) Determinar las coordenadas de los puntos A, By C, e inter-
pretar los resultados.

c) Determinar el intervalo de produccion y venta donde hay
pérdidas.

Para producir y vender x unidades de un articulo, una empresa
tiene la siguiente funcion de costos:

_ 250 , 11000 150000
= X° - X+ .
13 13 13

y

Cada unidad del articulo se vende a $500

a) ¢Cuales son los costos fijos de produccion?

b) ¢Cuales son los costos totales de producir 40 unidades?
¢80 unidades?

¢) ¢Qué ingreso tiene la empresa si produce y vende 40 unida-
des?

d) Construir la funcion ingreso cuando se producen y venden X
unidades.

e) ¢Cual es la utilidad cuando se producen y venden 40 y 80
unidades?

f) Construir la funcion utilidad cuando se producen y venden x
unidades de dicho articulo.

136000

g) Sila empresa desea obtener una utilidad de
13

¢cuantas unidades debe producir y vender?

h) ¢A qué nivel (es) de produccion la empresa obtiene su punto
de equilibrio?

i) ¢A qué nivel de produccion la empresa alcanza la maxima
ganancia?

j) Graficar las funciones Costos e Ingresos, en el mismo sistema.

k) Graficar la funcion utilidad.
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Si los consumidores pueden comprar

1 3
x=D(p)=——p®-= 150 unidades de un bien a un precio
(s)) 500P 5P P

p y un productor puede ofrecer

x=0(p)= g, 55 50925

p unidades del bien a un
1024 256 256

precio p

a) ¢Cuales el precio de equilibrio del mercado? ;,Cual la cantidad
de equilibro?

b) Graficar en el mismo sistema las funciones de oferta y
demanda.

En la siguiente grafica se presentan las funciones de costos
semanales C(x), e ingresos semanales I(x) respectivamente.

Miles
de
pesos

I(x) =x +15

A
C(x) =3x*—6x +15

Cantidad de articulos

a) Determinar las coordenadas de los puntos A, B, C, e
interpretar cada uno de estos puntos.

b) En que intervalo de produccion y venta hay pérdidas?

En la siguiente grafica se encuentran representadas las funcio-
nes de utilidad U(x) y costos C(x) para cierta empresa:
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9)

(3200, 69600)

C(x)
+60000

U(x) = —0.01x2 + 60x — 2000

(3100, 69900)

/ 3000 &3600

a) Determinar la funcion de costos C(x).

b) Determinar la funcion de ingresos.

c) Determinar el punto o puntos de equilibrio.

d) Determinar el intervalo de produccién y venta donde hay ga-
nancias.

Una empresa tiene costos fijos mensuales de $ 2000 y un costo
por unidad adicional de $ 25.

a) Determinar la funcién de costo.

b) Si el ingreso total de vender x unidades esta dado por:
I(x) = 60x— 0.01x2, determinar cuantas unidades deben
producirse y venderse para maximizar la utilidad. ;Cual es
esta utilidad maxima?

c) Graficar la funcion de utilidad y sehalar el intervalo de ganan-
cias.

Los costos fijos mensuales de una empresa por su producto son
de $400000 y el costo variable por unidad producida es de $1400.
Sila empresa vende x unidades al precio $p por unidad en donde
2p = 5000 — x, determinar:
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a) Funcibn de ingresos.
b) ¢Cuantas unidades deben producirse y venderse al mes para
que la utilidad sea maxima?

10) La siguiente grafica representa las funciones de costos e ingre-
s0s mensuales para una empresa M. Se pide:

a) Determinar la funcion de costos: C(x)
b) Determinar las coordenadas de B, E e interpretarlas.
¢) Cual es la utilidad de producir y vender 450 unidades?

C(x)

Pesos

I(x) = —2x2 + 1600x + 10000

30000

20 Unidades producidas y vendidas \

(d TarLer N° 11

FUNCION CUADRATICA

PRERREQUISITOS

Identificar la forma general de una funcién cuadrética.
Identificar las reglas para hallar el vértice de una parabola

Interpretar: vértice e interceptos de la grafica de una funcion
cuadrética.
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1) La demanda mensual x de cierto articulo al precio de p dolares
por unidad, esta dada por la relacion x = 1350 — 45p. El costo de
la mano de obra y del material con que se fabrica este producto
es de $ 5 por unidad, y los costos fijos son $ 2000 al mes. ;Qué
precio por unidad debera fijarse al consumidor con el objeto de
obtener una utilidad maxima mensual?.

2) Las gréficas de las funciones de costos C(x)==+2, e ingre-

N | X

sos, I(x) = —%xz + gx -3 al producir y vender x palillos (en

miles) de la fabrica «Doble Punta», se dan a continuacion. C(x),
e I(x) en miles de pesos.

a) Determinar e interpretar las coordenadas de los puntos A, B,
C (vértice de la parabola).

b) Determinar nivel de produccion y venta necesarios para que
la fabrica tenga ganancias.

110 C

-2 2 4 6 8 10 12 Y4
Miles de articulos

3) Una compahia produce y vende un determinado articulo. Para
esta compahnia la funcion de utilidad esta dada por :

U(X) = —2X2 + 180X — 2800.

en donde U(X) representa la utilidad de producir y vender x uni-
dades del articulo.

a) Graficar la funcion de utilidad.

b) Si se obtuvo una utilidad de $ 450, ¢cual fue el nUmero de
unidades producidas y vendidas?
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c) ¢Para qué nivel de produccion se obtiene la ganancia
maxima? ¢Cual es dicha ganancia?

d) Si el precio de venta de cada unidad es $ 800; encuentre
la funcibn de costo total.

e) ¢Cuantas unidades se fabricaron si el costo total es de
$ 20680.

Los costos de produccion de x miles de articulos de una empresa

estan dados por C(X) = % X2+ 4 —2X, y los ingresos estan

dados por I(X) =8X—-16—-X* (C(X) e I(X) estan dados en
millones de pesos).

a) ¢ Cuales son los costos fijos?

b) ¢Qué cantidad de articulos producidos minimizan los costos?

c) Obtener la funcién de utilidad, trazar su gréafica y analizar su
comportamiento.

El costo promedio por unidad al producir x unidades de cierto
articulo es: ¢(x) =20 — 0.06x + 0.002x?. ;Qué niumero de uni-
dades producidas minimizaran el costo promedio?

Una compahia tiene costos fijos de $ 4000 y al producir 100
unidades de su producto, tiene costos totales de $ 9000. Si se
sabe que la funciébn de costo es lineal, determinar:

a) La funcibn de costo total por producir x unidades.

b) Si el ingreso por vender las x unidades esta dado por
1(x) =120 x —0.02 X%
Determinar cuantas unidades deben venderse para que el
ingreso sea maximo, ¢cual es el ingreso?

c) ¢Cuantas unidades deben producirse y venderse para obte-
ner la ganancia?
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Funcion exponenciaIJ

Una funcion exponencial tiene la forma general: y = f(x) = ba*con a
y b reales positivos, siendo a = 1.

Nota: Aunque es posible que en algunos casos b < 0, en los proble-
mas de aplicacion, es decir en la practica lo anterior no se da.

El dominio de esta funcion son los nUmeros reales.

Para determinar el comportamiento de la grafica de una funcion
exponencial, se consideraran algunos ejemplos:

1) Graficar la funcion exponencial y = 3(2%).

Como su dominio son los nUmeros reales, para trazar su grafica
asignamos valores a x y a la vez que se determinan los corres-
pondientes valores de y. Las parejas (X, y) representadas en el
plano cartesiano sugieren la forma de la curva exponencial.

Si: x=0,y=38 (0, 3) (Interseccibn con eje y)

3 3

x=-1,y== -1, =
y=3 ( 2)
X=1,y=6 (156)

3 3

X=—2,V=— (_2a—)

4 4

x=2,y=12 2,12)
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y =3(2%)

El rango o recorrido de esta funcion es (0, « )

X

1
2) Seaf(x)=2 (5)
Es equivalente a: f(x) = 2(3)™

Asignando valores a “x”, tenemos que si:

x=0, f(0) = 2, 0, 2)
X=-1, f(-1) = 6, (-1,6)
x=1, f(1)=§, <1,§)
X=-2, f(-2) = 18, (=2, 18)
2 2
= f = y —
X=2, ) 5 (2 9)
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1
f(X) =2 5

Al observar el primer ejemplo, en el cual a > 1, se podra dar cuenta
que el grafico de la funcibn es una curva que crece de izquierda a
derecha, es decir, la funcion es creciente.

. 1 -
En el segundo ejemplo, en el cual a = 3 (0O<a<1)elgraficoes una

curva que decrece de izquierda a derecha, ésto es, la funcion es
decreciente.

Ademas para cualquiera de las dos funciones se cumple que el inter-
cepto eny es by la grafica es una curva por encima del eje x.

@ RECUERDE QUE:

1) La grafica de una funcion exponencial (f(x) = ba*) es cre-
ciente sia> 1y decrecientesi0<a<1.

2) Elintercepto de la grafica de la funcion exponencial con el
ejey, esbh.

3) Elrango de la funcion exponencial corresponde a los rea-
les positivos
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Cuando la base de la funcion es el numero e, y k es un real, la funcion
corresponde a la funcion exponencial natural cuya forma es:

f (x) = be™ (funcion creciente si k >0), o
f (x) = be™ (funcion decreciente si k < 0)

Recordando que a* = €™, toda funcion exponencial corresponde

a una funcion exponecial natural. Es decir, si f(x) = ba* entonces
f(x) = be™ donde, m = kilna (constante).

Funcion logaritmica J

Una funcion logaritmica es una funcion de la forma f(x) = log ,x
donde, a>0vy a= 1, siendo su dominio los reales positivos.

Esta funcion tiene un Unico cero que es 1(¢,Por qué?).

Veamos el comportamiento de la gréafica de la funcion logaritmica a
través de los siguientes ejemplos:

1) f(x) =log ,x

Consideremos algunos puntos de la grafica de f, si:

X=2, y=1 (2,1)
x=1, y=0 (1,0)
1 1
X=—, =-1 —, =1
p y (2 )
X =4, y=2 (4, 2)
1 1
X=—, =-2 —, 2
2 y (4 )
1 1
X=—, =-3 —, -3
5 y (8 )
x=8, y=3 (8’3)
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Graficar: f(x) = log, x

1
2

Si:x=1, y=0 (1,0)
1 1
X=—, =1 —,1
> y (51

X =2, y=-1 (2,-1)
X = 4, y=-2 (4, -2)
x=8, y=-3 ® -3)
x=12, y=-> (v2,- 1)
1 1
X=_, =3 — 3
8 y (8 )
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F(x)=log ,,X

{-2

De acuerdo con la gréafica obtenida para cada una de las funciones
de los ejemplos dados, se puede concluir:

Si f(x) = log,x,

1) La gréafica de f es creciente sia > 1

2) La grafica de f es decrecientesi0<a < 1
3) No tiene intersecto en y

4) El rango de f son los nUmeros reales

Nota: Sia = e, la funcion f(x) = log,x se llama funcion
logaritmica natural. Se denota: f(x) = Inx
Sia =10, la funcion f(x) = log,x se llama
funcion logaritmica decimal. Se denota: f(x) = logx.

Ejemplos:

1) Se estima que el numero de habitantes de un pais t ahos des-
pués de 1980 esta dado por P(t) = 10000000(1.02) *.

a) ¢, Cuantos habitantes tenia el pais en 19807

b) ¢ Cuanto habitantes tenia el pais en 19897

c) ¢ Al cabo de cuantos anos se duplicara el numero de habi-
tantes?
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Solucion:

a) Como 1980 es el ano de referencia, entonces este se consi-
derat = 0. Por lo tanto: p(0) = 10 000000 es decir, la pobla-
cion del pais en 1980 era de 10 000000.

b) Si se desea obtener el nUumero de habitantes en 1989, se
deben considerar 9 anos transcurridos a partir de 1980.

Por lo tanto:

P(9) = 10 000000(1.02)%; P(9) = 11950926 habitantes
Luego la poblacion en 1989 fué de 11950926 habitantes

¢) Queremos encontrar el valor de t para el cual

P(t) = 2 0000000, es decir:
20 000000 = 10 000.000 (1.02)"

2=(1.02)"
_ In2
In1.02
t = 35.00279

O sea que se necesitan 35 ahos (aproximadamente) para que la
poblacion se duplique

2)

El crecimiento de poblacion de un tipo de bacteria se comporta
segun un modelo exponencial.

Si en el momento en que se inicia el analisis hay 4 bacterias y al
cabo de 6 segundos hay 4000.

a) Encontrar la funcion que describe el numero de bacterias al
cabo de t segundos?

b) Aproximadamente ¢;cuantas bacterias hay después de 8
segundos?

c) Sienun momento dado hay 18000 bacterias ¢,cuanto tiempo
ha transcurrido desde el momento incial?
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Solucion:

Como el crecimiento de las poblacion de las bacterias es de tipo
exponencial la funcion debe tener la forma:
f (t) = be™

donde t es el tiempo (en segundos), b es el numero de bacterias
que hay al iniciar el analisis, es decir b = 4 y m es la tasa de
crecimiento, (si m tiende a cero).

Luego: f(t) = 4e™
Como al cabo de 6 segundos hay 4000 bacterias:

f(6) =4000
4000 = 4e™®
6m =1In 1000 (¢ Por qué?)

m = % In 10 (¢ Por qué?)

Por lo tanto:

1In10 t

Como deseamos saber cuantas bacterias hay cuando t = 8:
(lmo)s

f(8) = 4e'?

f(8) = 4(10%

f(8) = 40000 bacterias

Al cabo de 8 segudos hay aproximadamente 40000 bacterias.
Pretendemos encontrar un valor de t tal que:
f (t) = 18000, es decir:

lIn10)'(

4e(2

= 18000
( 1in10) t=4500
2 _ 2In4500
~ In10
t = 7.306425028
t=7.31
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Nota: Cuando una poblacion crece en forma exponencial se
usa el modelo P(t) = P e", donde P, es la poblacion inicial y t el
tiempo transcurrido.

Si se desea hallar la tasa de crecimiento o decrecimiento i por
unidad de tiempo, se puede calcular usando la igualdad

P,e" = P,(1+i)

Recuerde i representa la tasa de crecimiento o decrecimiento
por unidad de tiempo.

(1 Euercicio N° 24

FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

PRERREQUISITOS:

Identificar los modelos generales de las funciones: exponencial

y logaritmica.

Identificar los parametros de estas funciones (interpretarlos).

Saber resolver ecuaciones exponenciales y logaritmicas.
Plantear y resolver los siguientes problemas:

1) La poblacién de cierto pais crece a un ritmo exponencial

de

acuerdo con la siguiente funcion: P(t) = p €*°'?' millones; en donde

t representa el tiempo transcurrido en anos a partir de 1980.
Si en el aho de 1980 la poblacion era de 30 millones:

a)¢,Cual sera la poblacion en el aho 20057
b)¢ En que aho la poblacion es de 35 millones?

2) Los registros de salud indican que t semanas después de
brote de cierta clase de resfriado, aproximadamente

15
Q)= -
® 1+ 20e~ "3

medad:
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a) Inicialmente ¢cuantas personas adquirieron la enfermedad?

b) ¢Cuantas personas se habian enfermado al final de la ter-
cera semana?

c) ¢Al cabo de cuantas semanas habrian enfermado 5000
personas?

d) Si la epidemia continlia ¢cuantas personas contraeran la
enfermedad?

Cierta maquina se deprecia de tal forma que su valor después
de t anos viene dado por: V(t) = 28000e™%" dolares.

a) ¢Cual es el valor de dicha maquinaria después de 15 ahos?

b) ¢Cual fue el valor original de la maquinaria?

c) ¢Alcabo de cuantos anos el valor de la maquina es de 20000
dolares?

El producto nacional bruto (PNB) de cierto pais era de $ 50000
millones en 1980 y de $ 120000 millones en 1990; suponiendo
que el PNB crece exponencialmente a partir de 1980, segun el
modelo P(t) = p e™ milones de pesos ¢ cual fue el PNB en 1999?

Bajo ciertas condiciones la temperatura T (en grados Celsius) de
un objeto que se enfriaes T=50 (10", donde t es el tiempo en
minutos:

a) Trazar la grafica T como una funcion de t.
b) ¢Después de cuantos minutos la temperatura es de 32°
c) ¢Después de 20 minutos qué temperatura tiene el objeto?

La poblacion P de una comunidad indigena después de t ahos
esta dada por: P(t) = 10000 (4/5)"

a) ¢La poblacion crece o decrece a través del tiempo?

b) ¢Cual es la poblacion inicial?

c) ¢Cual es la poblacion después de 1, 3,5, 6 ahos?

d) ¢Cual es la tasa de crecimiento o decrecimiento anual?
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Funcion poIinbmicaJ

Una funcion polinomica es de la forma:

y=f(x)=ax"+a, _x"""+.+ax*+ax +a,
dondeneNya&ERconi=1,2,3,..,n.

Es decir, una funcion polinomica es una funcion definida por un
polinomio.

Por lo tanto su dominio son los numeros reales y a lo mas la fun-
cion tiene n ceros.

Si el grado de (f(x)) es cero la funcion es constante; si el grado es uno
la funcidn es lineal; y si el grado es dos la funcion es cuadrética.

Ejemplos:

1) Graficar la funcion f(x) = —2x°+3x® + 3x -2

Como f(x) es una funciéon polindbmica, su dominio son los nUmeros
reales. Para analizar el comportamiento de su grafica, consideremos
sus interceptos y algunos valores adicionales:

Intercepto con y: (0, —2)

Interceptos con x: ( % 0) (2, 0), (-1, 0) (¢,Por qué?)

Si:
xo 2 f(_é) A (_é ﬂ)
4 4) 32 4’ 32
3 3 3
X=—-—— f—— =7 _—
2 ( 2) ( 2’7)
X=-2 f(—2) =20 (—2,20)
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e (e
x=1, f(1)=2 (1, 2)
N
S T
x=3 f(3) —20, (3,-20)
R

Representando en el plano cartesiano estos puntos, obtenemos el
siguiente bosquejo de la grafica de f(x):

1y f0= —2x3 +3x% + 3x — 2

—2

El recorrido de esta funcion son los numeros reales
2) f(x) =x*+5x°+5x*+5x +4

Intercepto eny : (0, 4)
Intercepto en x : (-4, 0), (-1, 0) (Por qué?)
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Consideremos ademas los siguientes puntos:

X:—g
2
v
4
7
x=__!
2
X=-3
X=-2
5
x=__1
4
3
X=-—,
2
1
X=——
2
1
X =—
2
x=1

(
(- 17) 3% g, (17 2005)
(

4 256 256
35 (53
2) 16’ 2’1
f(-3) = -20, (-3,- 20)
f(-2)= -10 (-2,-10)
f(_é) __H (_E _ﬂ)

4) 256 4’ 256
(2% (2%

2 16 2’ 16
f(_l)_ﬁ (_l ﬁ)

2/ 1 2’1
(SRR 2%

2) 1 2’ 16
f(1)= 20 (1,20)
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+20

f(x) = x* +5x3 +5x2 +5x +4

TaLLEr No 12

Graficar las siguientes funciones y ESPECIFICAR su domino y
rango:

a) f(x)=3"

c) f(x)=5(1.4)"

e) f(x)=e* f) f(x)=(0.8)
9) f(x)=1200(%)x h) f(x)=§(%)_x
i) f(x) = log, X i) f(x)=3(§)x+2
) f(X)=|°9;% D f(x) = Inx

m) f(x) =In(1-2x)
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4)

0) f(x)=In(1-2x) p) f(x)=log, x*
a) f(x) = 2000(2)* r) f(X)=|095%
s) f(x)=e*-8 t) f(x) =log,(-X)

Encontrar, si existen, los ceros de las siguientes funciones:

a) f(x)=e b) f(x)=Inx?

c) f(x)=2% d) f(x)=x%+4x-25x - 28
e) f(x)= - 3- f) f(x)=6x° - 35x2 +19x + 30
g) f(x)=(1+2x)e® h) f(x)=(x®-7x+12)e™*

Una empresa de transistores sabe que el numero de los produ-
cidos en un determinado aho y que todavia siguen funcionando
después de x ahos de uso esta dado por

f(X) - be—0.095x

a) Si en un determinado aho se producen 10000, ¢cuantos de
ellos seguiran funcionando después de 1 aho? ;2 anos? 3
anos 4 meses?

b) ¢Qué porcentaje de los transistores se dahan entre 1y 3 ahos
de uso?

¢) Side un lote de produccion se espera que el nUmero de tran-
sistores que alcance los dos ahos de uso sea de 25000,
¢cuantos transistores deben producirse?

d) ¢Al cabo de cuanto tiempo solo funcionan las 3 partes de los

producidos si la produccion inicial es de 20000 transistores?

e) ¢Cuantos transistores (aproximadamente) se necesitan pro-
ducir para que después de 5 ahos de uso hayan salido de
uso 40007

La cantidad de dinero que hay en dep0osito al invertir en un Banco
después de t dias de la inversion inicial puede ser descrita
mediante una funcidn exponencial. Si se invierte inicialmente
$ 100000 y después de 1 mes de la inversion inicial hay un depo-
sito $ 103200.
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e)

Determinar el modelo exponencial que describe la situacion
planteada.

¢ Cuanto dinero habra en saldo después de 3 meses de la
inversion inicial?

¢ Cuanto tiempo se necesita para que haya en saldo una can-
tidad superior al 70% de la inversion inicial?

¢En qué porcentaje ha aumentado el saldo del sexto mes
respecto al saldo del cuarto mes?

¢ Qué porcentaje de la inversion inicial representa el saldo
obtenido al final de un ano?

Las ventas mensuales (en millones de pesos) estan relaciona-
das con la inversion mensual (en millones de pesos) en publici-
dad, segun la funcion: f(x) = 400 — 370 e '2>,

a)
b)

c)
d)

¢ Cuales son las ventas minimas que la compahia espera ob-
tener?

¢ A cuanto asciende las ventas mensuales si en cierto mes
se invierte $20 000000 en publicidad?

Graficar la funcion f(x)

De acuerdo con la gréafica, ¢ cuales son las ventas maximas a
que puede aspirar la empresa?

Ejercicio complementario

Determinar si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera
o falsa. Explicar el por qué de la determinacion.

1)

_x2+5x+4

La funcion f(x) =————, es lineal.

X+4

Para toda funcion f(x) existe al menos un cero.

La grafica de toda funcion f(x) intersecta al eje .

La suma de dos funciones lineales es siempre una funcion
lineal.

El producto de dos funciones lineales es siempre una funcion
lineal.
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6) La suma de dos funciones cuadraticas es siempre una funcion
cuadratica.

7) Lagrafica de f(x) = ax® + bx + ¢ siendo a > 0, es creciente en el
intervalo

_L-e)
2a’

8) La grafica de f(x) = ax® + bx + ¢ con a < 0 es decreciente en
(2

2a

9) El dominio de la funcion f(x) = log,g(x) son los reales positivos.

10) Sean fy g funciones con dominio los numeros reales.

Si h(x) =¥, su dominio son los nUmeros reales.

g(x)
Ixin . .
f(x) = 3e2*""° es equivalente a la funcion f(x) = 3(10)">

Toda ecuacion lineal es una funcién lineal.

Para toda funcion lineal su rango son los numeros reales.

Si f(x) = x?y g(x) = x? + 1 entonces (g o f)(x) = x* + 2x® +1

Si f(x) =./x +1Y d(x) =In x entonces (g o f) (0) = 1

Si una funcion tiene dos ceros entonces la funcion es cuadratica.
No existe una funcion f talque D f= (0; =) y R (f) = («<=; 0)

La siguiente curva corresponde a la grafica de una funcion:

AN N
N

11
12
13
14

15

16
18
19

—_— = ~— ~— — ~— ~—

20) La funcién f(x) = X® con x € R, es una funcién exponencial.
21) La funcion f(x) = log,b* con a, b >0y a = 1, es una funcion
logaritmica.
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Funcion compuesta J

DEFINICION
Sean f y g funciones, si x es un elemento del dominio de g tal que
d(x) esta en el dominio de f, la funcion f compuesta g, notada f o g,
se define asi:

(f o g)(x) = f [g( x)]. Rango de g contenido o igual al dominio de f.

d Euercicio N° 25

1) Dadas las funciones:
fx) =3x°-2, gx)=+x+1, h(x)=10g5(-x+2), t(x)=e*

Determinar las siguientes funciones y su dominio respectivo:
a)fog b)fot c)hog
dytof e)hof fy toh

2) Con base en las anteriores funciones, hallar si es posible:

a) (fot)(-2) - (hog)(0) b) [(got)-2)]2 — __1
(fog)(-1/2)-3 h(0.3)
3) Dada lafuncibn compuesta, determinar en cada caso las funcio-
nesfyg.

2

= b) ( f =338x-10
(x+2)2 ) (fog)(x)=~vx

a) (fog)(x) =
c) (fog)(x) = log( x° + 5) d) (fog)(x)=e™"

e) (fog)(x)=(2x°-1)’ f) (fog)(x)

9) (fog)x)=(e**-1)° h) (fog)(x) =

Politécnico Grancolombiano




Matemdticas | 175

Razon de cum.bio
promedio

Sea f(x) = y una funcién continua con a, b, elementos diferentes
del dominio, la razbn de cambio promedio en el intervalo [a, b] se
define como la variacibn promedio que experimenta la variable
dependiente respecto de la variacion por unidad de la variable inde-
pendiente.

Ejemplo 1

El comportamiento de la poblacion de cierta ciudad, se rige por me-
dio de la funcion P(t) = 10000 + 500t - 60t?; donde t es el tiempo
transcurrido en ahos a partir de 1972.

¢ Cual es la variacion de la poblacion entre 1979 y 19897

¢ Cual es larazdn de cambio promedio por anho de la poblacion, entre
los ahos 1979y 19897

Cual es la razdon de cambio promedio por aho de la poblacion, entre
los ahos 1975 y 19857

Solucion:

Definicion de variables:
P(t) = Poblacion después de t ahos.

t = Tiempo transcurrido en ahos a partir de 1972.
Ap = Variacion de la poblacion.
At = Variacion del tiempo.

a) Para determinar la variacion de la poblacion entre 1979 y 1989,
es necesario hallar la poblacion en 1979 y 1989, es decir:

P(17) =10000 + 500(17) — 60(17)* = 1160
P(7) =10000+500(7)- 60(7)2 — 10560, luego:

Ap =P(17) = P (7) = 1160 — 10560 = — 9400
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Ap =—9400, valor que significa que la poblacion entre 1979 y 1989
disminuyo en 9400 habitantes.

b) La razdon de cambio promedio por aho entre 1979 y 1989 es

equivalente a: Ap - ﬂ = -940, lo cual indica que la pobla-

At 10
cion se disminuye en promedio 940 personas por aho, entre

1979 y 1989.
c) Razbn de cambio promedio de la poblacion entre 1975y 1985:

Ap _ P(13)-P@) (¢,Porqué?)

At 13-3
% _ %{:0960 - -460, valor que significa que la pobla-

cion se disminuye en promedio 460 personas por aho, entre 1975
y 1985.

Nota: Observe que tanto en el literal b) como en el ¢) se pide la razon
de cambio promedio en un intervalo de 10 ahos, pero la res-
puesta es diferente puesto que los anos son diferentes.

Ejemplo 2

Un productor agricola determina que el costo por semana de producir
x bultos de trigo esta dado por C(x) = 80 + 1.5x miles de pesos y el
ingreso por la venta de x bultos esta dado por I(x) = 10x - 0.1x® miles
de pesos. Si actualmente produce y vende 40 bultos de trigo sema-
nales pero esta considerando incrementar la produccion y venta a 60
bultos semanales, calcular la variacion en la utilidad y determinar la
utilidad promedio por cada bulto extra producido y vendido.

Solucion:
Sean: Ax = Variacion en la cantidad de bultos producidos y vendidos
Au = Variacion en la utilidad

U(x) = Utilidad de producir y vender x bultos de trigo ( en miles)
X = cantidad de bultos de trigo producidos y vendidos
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A continuacion se definira la funcion de utilidad:

U(x) = I(x) — C(x)
U(x) = (10x — 0.1x?) — ( 80x + 1.5x )
U(x) = — 0.1x*> + 8.5x — 80

Cual es la variacion en la utilidad?

Au = U(60) — U( 30)

Au=70-85

Au =-15 Lo cual significa que cuando la produccion y venta sema-
nal pasa de 30 a 60 bultos, la utilidad total disminuye en
$15000.

Cual es la utilidad promedio por bulto extra producido y vendido?

Au _U(60)-U@B0) -15
AX  60-30 30

-0.5

Este valor significa que cuando la produccion y venta semanal pasa
de 30 a 60 bultos de trigo, en promedio por cada bulto extra se pierde
$500. Observe la grafica.

Miles d
iles de pesos U(x)=-0.1x* +8.5x - 80

Au=-15

VN

Ax = 30
Bultos de trigo producidos v vendidos
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Observacion: La tasa o razon de cambio promedio de una
funcion f en un intervalo cerrado [c, ¢ + Ac], contenido en
el dominio de la funcién, es también equivalente a la pen-
diente de la recta secante que pasa por los puntos (c, f(c))
y (¢ + Ac, f(c + Ac)) (ver la anterior grafica)

Euercicio N° 26

Determinar la razon promedio de cambio de f(x) si:

a) f(x) =x*+3x y xcambia de 4 a 10.

X
b) f(x) = Ix+1 y X cambiade 3 a8.

c) f(x) =

NER y X cambiade a, a,a + 1

Calcular la tasa de cambio promedio de cada funcion en el inter-
valo dado:

a) f(x)=3x*-5x+1; x=3, Ax=0.2
b) f(t) = V4 +1t ; t=5,At=124

La poblacion de cierto centro universitario al tiempo t (en anos),
esta medida por: P(t) = 0.001t* + 0.02t, con P (en miles de estu-
diantes).

Hallar e interpretar la tasa de crecimiento promedio en el intervalo de
t=0at=15.

4)

La funcion de costo total de producir x unidades en cierta em-
presa esta dada por:

C(X) = 0.001x® — 0.3x? + 40x + 2000 pesos
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6)

a) Determinar el costo promedio por unidad en el intervalo de
produccion [20, 35]
b) Interpretar C(35) — C (20).

c) Hallar e interpretar C(35)

El costo C (en millones de pesos) de producir x cantidad de arti-
culos esta dado por: C(x)=0.001x® —0.03x + 1

a) Hallar la tasa promedio de cambio del costo cuando se pro-
ducen de 20 a 30 unidades.

b) ¢El incremento en el costo cuando la produccion se incre-
menta de 20 a 30 unidades es el mismo que cuando la pro-
duccibn se incrementa de 15 a 25 unidades? Explicar.

La funcion de costos al producir x unidades de un articulo es
C(x) = 50x + 300.

a) ¢Cual es el incremento en el costo cuando se aumenta la
produccion de 25 unidades a 307 Justificar.

b) Determinar larazbn de cambio promedio de los costos cuando
se aumenta la produccion de 25 a 35 unidades. Interpretar la
respuesta.

La cantidad de estudiantes que ingresa a la universidad en cierto
pais, después de 1975, se rige por la funcion:

E(t) - 20000
1+6(2)7"
donde t es el nimero de ahos transcurridos a partir de 1975.

a) ¢Cual es el cambio de la poblacion estudiantil entre 1979 y
19867

b) ¢Cual es el crecimiento promedio de la poblacion universitaria
entre 1976 y 19867

Los ingresos diarios totales I (en pesos), obtenidos por la pro-
duccibn y venta de x sacos de lana de la fabrica «Safiro» estan

dados por: I(x) = 7500x - 30x” .
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10)

11)

a) Determinar el incremento en el ingreso cuando la produccion
pasa de 35 a 42 sacos diarios.

b) Calcule el promedio diario de ingresos cuando el numero de
sacos vendidos se incrementa de 40 a 50.

La demanda de x balones de la fabrica “Scorpio-W” se
relaciona con el precio P mediante la regla de asignacion

P(x) = -150x + 30000. Los costos de produccion se comportan
segin el modelo C(x) =10000x - 10000. Determinar:

a) Elincremento en la utilidad cuando la produccion pasa de 40
a 55 balones.

b) El costo promedio por balon cuando la produccion pasa de
40 a 55 balones.

La demanda de x articulos a un precio p esta dada por

4200
J10p +20

a) Determinar el incremento en el ingreso cuando el precio del
articulo se incrementa de 40 a 90 pesos.

b) Calcular la variacion en la demanda cuando el precio sube
de 10 a 40 pesos.

La demanda de maletines x, de la fabrica «Cuero Eficiente», se
relaciona con el precio P, mediante la regla

P (x) = -100x + 20000. Los costos totales de produccion se

comportan segiin el modelo C(x)=10000x - 1000.
Determinar:

a) Elincremento de la utilidad cuando la produccion pasa de 20
a 50 maletines.

b) El costo promedio por maletin cuando la produccion pasa de
20 a 50 maletines.
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Derivada

CONCEPTOS PRELIMINARES
RAZON DE CAMBIO INSTANTANEA

Retomemos, el ejemplo 1 antes mencionado para analizar la razon
de cambio instantanea.

El comportamiento de la poblacion de cierta ciudad, se rige por medio
de la funcion P(t) = 10000 + 500t — 60t?, donde t es el tiempo trans-
currido en ahos a partir de 1972, ;cual es la tasa de cambio instan-
tanea de la poblacién en 19797

Solucion:
Como se debe hallar la tasa de cambio instantanea en t = 7, conside-

remos incrementos pequenos en el tiempo (es decir At tiende a cero)
para calcular la razbn de cambio promedio en cada caso:

a) SiAt=0.5,
AP _ P(7.5) - P(7) _ 10375 -10560 _ _370
At 75-7 0.5

b) SiAt=0.2,
AP _ P(7.2) - P(7) _10489.6 - 10560 _ 350
At 0.2 0.2

c) SiAt=0.1,
AP _ P(7.1)-P(7) _10525.4 - 10560 _ _346
At 0.1 0.1

d) SiAt=0.0001,
AP P(7.0001)-P(7) 10569.96 - 10560
At 0.0001 0.0001

= -340
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e) SiAt=0.000001,
AP P(7.000001) - P(7) 10559.99 - 10560

= - =-340
At 0.0001 0.000001

Cuanto menor sea la longitud del intervalo de tiempo considerado (At
tiende a cero), nos aproximamos mas a la “verdadera” razon de cam-
bio en el instante t=7.

Por tanto, la tasa de cambio de la poblacion en el instante t = 7, es
justamente —340, lo cual significa que: la poblaciéon en 1979, decrecid
a un ritmo de 340 personas por aho.

Definicion: La razon instantanea de cambio en un punto

X = ¢ del dominio de una funcion f, se nota d—f (se lee

X=C

de efe de x)o f!(c) (se lee efe prima de c¢), y esta dada por:
ﬂ lim f(c + h) - f(c)

- h
d
e hoso

A la razbn instantanea de cambio en el punto ¢, también se le llama
derivada de la funcion en el punto c. Es decir, se puede establecer
la siguiente equivalencia.

Razon instantanea de < Derivada de
cambio en el punto ¢ fenelpuntoc

Propiedades de la derivada de una funcian

Como el planteamiento descrito para hallar la derivada de una funcion
en cualquier punto de su dominio, siempre y cuando exista, resulta
un tanto complejo para algunas funciones, a continuacion indicare-
mos propiedades que facilitan este calculo teniendo en cuenta su
forma algebraica.
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1) Si f(x) = k, k € R (funcion constante), entonces f! (x) = 0
para todo x € D,

2) Sif(x) =x", nE R, entonces f! (x) = nx™"

3) Sif(x) = e* entonces f! (x) = e*

4) Sif(x) = In x entonces f!(x) =

x|

5) Sean f(x) y g(x) funciones derivables y k € R.
a) Sih(x) =k (f(x)) entonces h! (x) = k(f | (x))
b) Sih(x) = f(x) + g(x) entonces h! (x) =f! (x) +g' (x)
¢) Sih (x) = f(x) g(x) entonces h!(x) = f (x) g(x) + g(x)f(x)
d) Sin) =f*) cong(x) =0, entonces
g(x)

hl(x) = '(x)g(x) - f(x)g"(x)
(9()y?

Ejemplos

1) Paraf(x) =x®+ g,calcular su derivada

Como f(x) es una funcibn suma:

fl(x) = (x3 +g)l

(3

3x° + 0, luego

f!(x) = 3x® para todo x € D,
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2)

Para g(x) = Vx +3x° + % - 1,identificar los puntos de su domi-
X

nio en los cuales no es derivable.
La funcion se puede expresar por: g(x) = X"+ 3x° +3x 2 -1,
y esta definida para todo x € (0; »):

Como g(x) es una funcion suma:

g'(x) = (x"+3x°+3x*-1)

= (x1/2)l + (3X5)| + ( 3x—2)l + (_1 )I

(x1/2 )I+ 3(x5 )I+ 3(x—2 )I + (_1 )I

1
%x'5 +36x*) +3(-2x3) + 0

1 +15x* - 2 funcion que esta definido para todo
24x x°

x € D,. Esdecir, no hay puntos del dominio de g en los cuales
no es derivable.

g'(x) =

Calcular la variacion instantanea de f(x) con respecto a x en
X =2 si,

x2 +2
fx) = —————
) 3x2 +5x+2
x2 +2 2
fx) = ————, D;=R-/-1,-—
3X“ +5x+2 3
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2.0 /
f/ X) = X—+
x) (3X2+5x+2)

_(x® +2)(3x% +5x +2) - (x* + 2)(3x® + 5x + 2)’

(3x% +5x + 2)°
_ 2x(3x* + 5% + 2) - (x® + 2)(6X + 5)
- (3x% +5x + 2)°
_ 6x° +10x® + 4x - 6x° - 5x* -12x - 10
- (3x?% +5x + 2)°
#(x) = 5x* -8x-10
(3x® +5x +2)2
#(2) = 5(2)* -8(2)-10
(3(2)% +5(2) + 2)°
_ 20-16-10
(12+10+2)°
-6
(24)
-6
24(24)
1

4(24)
1

96

Luego _9l6 es la variacion instantanea de f(x) =
respectode x enx =2

4) Para f(x) = x In x, encontrar ! (x).
Como f(x) es una funcion producto :
fl(x)=(xInx)

(%) In x + x(In x)!

1-Inx+x.l

X

Inx + 1
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Euercicio N° 27

Derivar cada una de las siguientes funciones:

a) f(x) =12 b) g(x) =x®—2x
c) h(x) =7x? d) f(x) =3x*-2x +3
e) f(x) =¥/x f) g(X)=3x5+2—%
1
—xt=x 2 6
9) ey 2 h) g(x) = =x2 + — +3x
f(x) = N 7 X
3e + x°
i) h(x) = 5e*logx i fx)= X

3Inx

.13
glr)=0.02r" + T+ 15 ) f(x)=0.036"X° "oy

k)

Derivar cada una de las siguientes funciones y simplificar si
es posible. Indicar el (los) punto (s) de su dominio en que no es
derivable.

1
a) f(x)=23x° b) f(x)=;
5
C) f(x)=4x—F d y=7
3y e*
e) y=4e*+x°-3 X ) ¥=1x
x> +3x+4 .
g)y_x2+4x+5 h) y =5x7*(e* + 3x)
, nn e 2 . e +Inx
) y=6x(x+¢) DY= 37 ns
x Inx
D Y=Tnx " x ) y=nx
(1)" e
m) f(x) = In m n) g(x) =In
5 6 7 .
°)V=;+F+F p) Y =log,x +log, x°+ log,16
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X 3
q) f(x) = =X X M y=5x—3 log7

Regla de la cadena J

DERIVADA DE UNA FUNCION COMPUESTA

Seaf(x) = (g o h)(x), siendo hy g funciones derivables. Entonces:

f(x) = g'(h(x))- h'(x)

En particular:
Sif(x) =e'™, f'(x)= e"™-g'(x)
Si f(x) = In(g(x)), f'(x)= 9(x)

a(x)
Sif(x) = [g(X)I", f(x) = n[g(X)I"'g'(x)

Ejemplos:

1) Seaf(x) = \3x2 + 5x + 4 funcion compuesta de las funciones
= /x y h(x) = 3x® +5x + 4, luego:

fl(x) = ((3%® + 5x + 4)"?)’

1 |
- %(SXQ +5X +4) 2(3x® + 5x + 4)

-1 (6x+5)

2y3x% +5x + 4

6x+5

23x® +5x+4
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2) f(x)= e*’ *% |n (8x? +1), es una funcion producto de funciones
compuestas. Asi que:
f1(x) = (eX°*%* (In (3x% +1))'

(€7 )+ In (3x2 + 1) + (") (In(3x? +1))’

e+ (X2 +3x)' In (3x® +1) + @**+3x 21 (3x% +1)'
3x° +1
= ¥ *3 (2x +3) In(3X2 +1) + X *+3* 6;)(
3x° +1
= et ((Zx +3)IN@X + 1) + —X )
3x% +1

1 EJercicio N° 28
1)

Derivar las siguientes funciones y dar el resultado simplificado

a) fx) = x2In (G+2x)  b) y=_ X

e™ +1

e
c) y = (log, (x* + 5))"° d) y=17y5x?-3

e) f(x) =+/3

f) g(x) = (2x% +3x + 1)° (8x* +3x +1)°
g) y — 5x2e043x

h) £(x) = In (7"‘2)

Jx+1
i) y=Ine j) y=28*
K ) = 2 1) f(x)= 8% +5x2 - 2 +20x
7x +10

3 105
m) f(x) = 3e°2In(7x 1) n) f(x) = X *7X =1

Inx?
4
0) f(x) = X~ X

] 3
o p) f(x) = - 6(x + 2)x

q) f(x) =x°— %xz +9 r) f(x) = —8x7
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8) f(x) = 4 1 3x+7 1) f(x)=7x°(x° + 120)

+2In(a® + a)

3z2° +e 1
fz)="—0— f(a) = 5e -
u) f(z) v) f(a) 2a+b
2) Sean g(x)=x*+5 y f(x) =+/3x - 2, calcular la derivada de la
funcion h(x), siendo h(x) = (fog)(x).
3) Sean f(X)=+vX-1 y g(X)=2x+3:

a) Hallar el dominio de f(g(x))
b) Hallar (g o f)'(5/4)

2

Ji-x?’

4) Sean: f(x)=—3x+1, g(x)= h(x) = e**’

Determinar (si es posible):

a) f(h'(2))
b) La derivada de la funcion g(f(x))

5) Dadas las funciones: f(x)=i y g(x)=x2-1.

a) Determinar la derivada de la funcion fo g.
b) ¢Es2un elemento del dominio de f o g? Explicar la respuesta.
c) Determinar los valores de x para los cuales (f o g)'(x) = 1.

6) Una epidemia se extiende a una poblacion. Después de t meses
el numero de personas P infectadas se comporta segun el
modelo

P(t)=180(t*/* + £°)

Determinar la tasa de crecimiento de la epidemia al comienzo
del séptimo mes.

7) Desde 1980 la pobacion P (en miles de habitantes) de cierta
ciudad decrece segiin el modelo P(t) = 500e°°*" con t tiempo
en anhos. Determinar:
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a) A qué ritmo descendia la poblacion en 1990.
b) La variaciobn promedio de la poblacion por aho entre 1994 y
1998.

Se calcula que dentro de m meses la poblacion P de cierta ciu-
dad sera:

P (m) = 3m + 5m®? + 6000. ¢ En qué instante la poblacion esta
creciendo a un ritmo de 18 personas por mes?

Después de x semanas, la cantidad de personas que utilizan
un nuevo sistema de transito rapido era aproximadamente
N( x) = 6x° + 500x + 8000.

a) ¢A qué tasa con respecto al tiempo, cambi6 el uso del siste-
ma entre la cuarta y la sexta semana?
b) ¢A qué tasa cambio el uso del sistema en la quinta semana?

Recta tangente a una curvaJ

Sean ¢, ¢ + h elementos del dominio de una funcion f, es decir:

(c, f(c)) y (c + h, f(c + h)) son puntos de la grafica de la funcion f.
Llamemos estos puntos P y Q respectivamente. Por estos dos puntos
se puede trazar sblo una recta, llamada secante de f (ver gréafica).

A
Q
f(c + h)

f(c)

A
Y

c c+h

h (llamado incremento)
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La recta secante mencionada tiene pendiente:
m—ﬂ— f(c + h)-f(c) f(c+h)-f(c)

AX (c+h)-c h

Consideremos otras rectas secantes a f, dejando fijo el punto P y
haciendo la distancia entre ¢y ¢ + h cada vez mas pequenha, es
decir h tiende a ser cero. (Ver grafica)

A

Y

c+h

h (h tiende a ser cero)

¢ Qué ocurre con la recta cuando h se aproxima a cero?

h (el incremento de h tiende a ser cero)
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Py Q, (para algun i € Z) tienden a ser un solo punto, pero aun se
puede trazar una Unica recta por los puntos Py Q,. A esta recta se le
llama tangente a f en el punto ¢ y su pendiente es:
lim f(c + h) - f(c)
m = h
h—0
Luego se puede concluir:
La pendiente de la recta tangente a una funcion f en un punto
X = € es equivalente a la derivada de f evaluada en x = c.

Pendiente de la recta tangente < Derivada de fen el
afenelpuntox=c punto X = ¢, es decir f '(c)
Ejemplo 1
Determinar la ecuacion de la recta tangente a
h(x) = g—lnx3+5x2en x=1.

Para identificar la ecuacion de la recta tangente, se debe encontrar
su pendiente, es decir, hallar h'(1).

Para esto se calcula h'(x) y se evallaen x = 1.
5 3 2
h(x) =§—Inx + 5x

h(x) =5 _3Inx+5%
3

h'(x) = (g) +(-3Inx) "+ (5x%'
= 0-3(nx)'+5(x?"'

- 3.1 450x)
X
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=—§ + 10x

X

Asi, h'(1) = — %+10(1)

=-3+10

h'(1) =7 = m es la pendiente de la recta tangente a h(x) en (1 %)

Luego la ecuacion pedida es: y = 7x — %

Ejemplo 2

Hallar la ecuacion de la recta tangente a f(x) = x* + 5x + 4 en x=-2
y graficar en el mismo sistema de coordenadas cartesianas la fun-
cibn y su recta tangente en x = -2.

f(x) =x*+5x +4

f(x) =2x +5

f(-2)=2(-2) +5

f(-2)=—4+5

f(-2) =1

Entonces la recta tangente a f(x) en x = -2 tiene pendiente 1 y pasa
por el punto (-2, f(-2)), es decir, (-2, —2).

Luego la ecuacion pedida es: y = x. Observe la siguiente grafica:
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(-2, -2) 1-2

PENDIENTE DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Cuando se analizd la pendiente (o razébn de cambio) en la funcion
lineal, se determind que ésta permanece constante. Ahora, se trata
de analizar la pendiente en un punto de la grafica una funcion no
lineal.

Definicion
La pendiente de la grafica de una funcién f en un punto ¢

(c € Df) es la pendiente de la recta tangente a f en el punto
c

La anterior definicion nos conlleva a concluir que la pendiente en una
funcion no lineal es variable. Observe las siguientes graficas:
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a

1)

FUNCION LINEAL

Razon
constante

Razon
variable

Euercicio N° 29

Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva de f(x) en el
punto indicado:

a) f(x)=Inx en x=1
b) f(x)=5-3x+x?> en x=3

1
en xX=-—
2
d) f(x) =xe* en x=0
1 9
e) f(x)=x+—en x=—
Vx

f) f(x)=(x*+x) (x*—x*+1) en x =—1
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g fx)=x+benx=a

h) f(x) =J/x +2en x=3

¢En qué puntos (si existen) f(x) tiene una tangente, cuya pen-
diente es la dada?
xS
a) f(x) =—+7x*+12x, m=0
x2
b) f(x) =2x3+?+2x, m=4
3

c) f(X)=x?—4x2+10, m=15

d) f(x)=1x2 +Inx, m=2
x4
e) f(x)=7—5x, m=3

f) f(x)=v/x +3, m= %

Hallar la ecuacion de la recta tangente, si es posible, que sea
horizontal a f(x):

a) f(x) =x®+2x

b) f(x) = gxs —Ex2 +3x
3 2

c) f(x) =x®+x?

d) f(x) = x%e*
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enm=;1

1  TacLer N° 13

Razon promedio de cambio y
razon instantanea de cambio

PRERREQUISITOS:

Distinguir las definiciones: Razén promedio de cambio y razon
instantanea de cambio.

Distinguir las definiciones: linea tangente a una curva y linea se
cante a una curva.

Manejar con claridad la forma general de una funcion lineal.
Identificar las reglas basicas de derivacion.

1) Indicar mediante un ejemplo grafico la diferencia entre razén
promedia de cambio y razbn instantanea de cambio.

2) Identificar el (los) punto(s) en el cual f(x) tiene una tangente ho-
rizontal:

a) f(X) - e2x2+5x+1

b) gx=(5x" -12x + 4)*
c) 9o(x)=(6x*-x-1°
d) f(x)=In(4x* - 6x?)

e) f(x)=(x?-5x)%(3x + 2)’
f)  f(x)=(x® -4)°@2x + 1)

3) Derivar cada una de las siguientes funciones:

a) f(x) = xe™ + %/4x -1

B) )= X _jnxd + 2)
X+1
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c) f(x) = (5x% + 2)2 + ()2

d) fx) =5~ L+ e
X

La poblacion de cierta isla, como funcion del tiempo, se encuentra
que esta dada por: P(t) = 1000 - 600e°%, donde t es el tiempo
transcurrido en ahos. Calcular:

a) El crecimiento promedio de la poblacion por ano entre
t=10yt=30

b) Larazdn instantanea de cambio cuando t = 20 e interpretar la
respuesta.

En la fabrica de llaveros «El Seguro» la produccion diaria ¢, en
el dia t de su ciclo de produccion se determina mediante:

Q(t) =450 (2 - &™)

a) Cuantos llaveros (a la unidad mas proxima) se producen en
el noveno dia?

b) A partir de qué dia del ciclo de produccion se fabrican mas de
820 llaveros diarios?

c) Cual es el promedio de incremento diario en la produccion,
entre el quinto y el décimo dia del ciclo?

d) A qué ritmo diario cambia la produccién en el octavo dia?

e) En qué dia del ciclo de produccion, esta crece a un ritmo de
400 llaveros por dia?

La demanda x de un articulo se relaciona con el precio P me-
diante

P(x) = 2000e 15
a) Aun precio de $ 40 ;cuantos articulos (a la unidad mas proxi-
ma) se venderan?

b) ¢Cual fue el promedio de incremento en el precio para que la
demanda pasara de 60 a 25 articulos?
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7)

10)

En la fabrica de colombinas «EI Chupete», la produccion diaria
q (en cajas) en un dia t de su ciclo de produccion esta dada por:
qt)= 500(1 - e‘°'2‘). Determinar:

a) El promedio de incremento diario en la produccion de cajas
de colombinas entre el dia cuarto y décimo del ciclo de pro-
duccion.

b) En qué dia del ciclo de produccion, esta cambia a razon de
35 unidades por dia

Una fabrica de latas para pasta de tomate ha determinado que
la funcion de demanda esta dada por P(x) = -x + 160 donde p
es el precio de cada lata en dolares, y x es la cantidad de cajas
de latas demandadas; y que el costo total de producir x cajas de
latas esta dado por C(x) = 40x - 10 dolares.

a) Determinar el incremento en la utilidad cuando la produccion
se aumenta de 20 a 70 cajas de latas de puré de tomate.

b) Hallar el costo promedio por caja, cuando la produccion varia
de 20 a 70 cajas de latas de pasta de tomate.

Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva f(x) en el punto
indicado, y graficar.

3
f =X+'1 X ==
a) f(x) - en 5
b) f(x) =log,(x +1) enx=5

¢En qué puntos f(x) tiene una tangente cuya pendiente es la
dada?

a) f(x) =x?e*, m=0

b) f(x) = 3+VXx2+2, m=

N =
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Andlisis marginal

H asta el momento se han trabajado razones de cambio promedio
e instantaneo. El proposito es considerar ahora el cambio
producido en una funcibn, respecto al cambio de una cantidad muy
pequena (1 unidad) en la variable independiente, llamado analisis
marginal.

Considérese el siguiente ejemplo:

El costo total de producir x cantidad de corbatas semanalmente en la
empresa «Carl», esta dado, en pesos, por la funcion:

1 . .
C(x) = Exs +2X +9800 Si en la primera semana de cada mes se
producen 50 corbatas, el costo total de las 50 corbatas es:

C(50) = $ 72400 vy, el costo promedio de cada una es:

C(50) $72400
50

- $1448
50

¢, Qué ocurre si la empresa toma la decision de incrementar la pro-
duccibn a 65 corbatas?

Existe una variacion en la produccion: A , y, una variacion en el costo:
A
Paraelcaso: A =15 (Unidades exiras o adicionales)
A, = C(65) — C(50) ( Costo total extra de producir
las 15 corbatas adicionales).

luego, A, =$ 147242.5 — $ 72400
A.=$ 748425
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y, el costo promedio de cada una de estas corbatas adicionales es:
Ac $74842.5
Ay 15

Disminlyase ahora, la cantidad adicional de produccion.

=$4989.5

Sea A = 5. El costo adicional de producir las 5 corbatas extra es:
A, = C(55) — C(50) = $ 93097.5 — $ 72400 = $ 20697.5 y, el costo
promedio de producir cada una de estas corbatas es:

$20697.5 _ $4139.5
¢, Qué ocurre para A =17?
A.=C(51) — C(50) = $ 76227.5 — $ 72400
A= $ 3827.5 equivalente al costo real de producir la corbata N° 51.
Cuando el incremento tiende a ser pequeno ( 1 unidad), este costo
adicional también se puede calcular aproximadamente, usando la
primera derivada asi:
C(x) = %xf’ + 2x + 9800
C'(x) = 3xei2

2

C'(50) = $3752

Equivalente al costo aproximado de producir la corbata No 51.
Observar que el costo real de producir la corbata 51:

C(51) — C(50) = $ 3827.5,

esta muy cerca al costo obtenido utilizando la primera derivada:

C'(50) = $ 3752.
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En general:

1) SiC(x) es el costo total de producir x unidades, se define:
Costo marginal = C'(x) ~ Costo de producir 1 unidad adi-
cional a x.

2) Sil(x) es el ingreso total obtenido de la venta de x unida-
des, se define:
Ingreso marginal = I'(x) ~ Ingreso obtenido de la venta de
una unidad adicional a x.

3) Si U(x) es la utilidad total de producir y vender x unida-
des, se define:

Utilidad marginal = U'(x) ~ Utilidad obtenida si la produc-
cion sufre un pequenho incremento.

d Euercicio N° 30

1) Para cada una de las siguientes funciones de costo, hallar la
funcion de costo promedio y costo marginal e interpretarlas.

a) C(x) = 3000 + 20x
b) C(x) =%x3 - %xz +10x + 5000
c) C(x) = xe **
d) C(x) = In( 3x + 2) + 5x
e) C(x) = 7x® — 2x + 3000
f) C(x) = 500x + 500
2) Para las funciones de los literales a, ¢, e del anterior numeral:
a) Graficar en cada caso las funciones de costo marginal y costo

promedio en un mismo plano cartesiano (Utilice un paquete
matematico o calculadora)
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b) Determinar la produccion (nimero de unidades), que hace
que el costo promedio sea igual al costo marginal.
c) Encadacaso, hallar C(12) y C'(12) e interpretar las respuestas.

3) Dadalaecuacion de demanda: e*—p =10, donde x es el nUmero
de unidades y p es el precio unitario:

a) Determinar ingreso total (1), ingreso marginal e ingreso pro-
medio en funcién de x L
b) Hallar e interpretar: 1(5), I'(5), I(5)

4) En la siguiente grafica se presentan las funciones de costo pro-
medio y costo marginal para cierta empresa.

Pesos (3) 4 Costo promedio
850000
Costo marginal
350000

i
|
600 1200

Cantidad de unidades producidas

A

\J

a) ¢ Cuantas unidades se deben producir para que el costo pro-
medio sea igual al costo marginal?

b) ¢ Cual es el minimo costo marginal que se obtiene?

¢) ¢En qué intervalo decrece el costo promedio?

d) ¢Siempre ocurre que el punto donde el costo marginal es igual
al costo promedio, es el mismo punto minimo del costo pro-
medio? Indique este punto en la gréafica. (Consulte al respecto)
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5) El costo total de producir x unidades de cierto articulo esta dado
por la funcion C(x) = %xz +20000Miles de pesos. La siguiente

grafica representa las funciones de costo marginal y costo pro-
medio, determinar:

Miles L 4D0

de pesos Costo marginal

1200

Costo promedio

200 400 600 800 1000
Unidades producidas

a) La funcion de costo promedio

b) La funcién de costo marginal.

¢) Elnumero de unidades producidas para que el costo promedio
sea igual al costo marginal (indiquelo en la grafica)

d) ¢En qué intervalo el costo promedio es mayor al costo mar-
ginal?

e) ¢Cuantas unidades se deben producir para que el costo
promedio por unidad sea de $140 mil pesos? (indicar este
punto en la gréafica)

f) ¢Cuanto cuesta producir una unidad extra cuando la produc-
cion es de 100 articulos? (indicar este punto en la grafica).

g) ¢Para qué intervalo de produccion el costo promedio es de-
creciente?
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6) Dada la grafica de ingreso total semanal e ingreso marginal se-
manal:

Miles
de pesos

I'(x)

I(x) =—x%+12x — 32

FY

Unidades vendidas (en miles)

a) Hallar e interpretar si es posible las coordenadas de los
puntos:
A, B,C,D,EyF

b) Determinar el intervalo de ventas.

¢) ¢Cual es el maximo ingreso que se puede obtener?
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7) Dada la grafica de utilidad total y utilidad marginal:

a) Hallar e interpretar si es posible las coordenadas de cada
uno de los puntos: A,B,C,D,E,F, GyH.

b) Determinar los puntos de equilibrio.

c) Determinar el intervalo de produccion y venta donde hay ga-
nancias.

d) En qué intervalo crece la funcion de utilidad marginal.

U(x) = x® — 12x% +35x

Unidades producidas y vendidas

8) La utilidad (en cientos de pesos) de producir y vender tornillos
(en miles), esta dada por U(x) = -2x° + 5x® - 2x
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Miles
de U (x)

pesos C

\/B °
A

Unidades producidas y vendidas (en miles)

a) Graficar, en el mismo plano cartesiano dado, la funcion de
utilidad marginal.

b) Determinar e interpretar las coordenadas de los puntos A, B,
CyD.

c) ¢Cual es la utilidad marginal maxima? Interpretar este valor.

e) Hallar e interpretar U(1.2) y U ' (1.2).

Un fabricante estima que cuando se producen x unidades de
determinado articulo, el costo total sera

C(x) = %xz +3x + 98 dolares, y que p(x) = %(75 - x) dolares
por unidad es el precio al cual se venderan las x unidades.

a) Hallar el costo y el ingreso marginales.

b) Emplear el costo marginal para calcular el costo de producir

la novena unidad.
c) ¢Cual es el costo real de producir la novena unidad?
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10)

d) ¢Cual es el ingreso real obtenido de la venta de la novena
unidad?

El ingreso total mensual de un fabricante es R(q) = 240q + 0.05q?
dolares cuando se producen y venden g unidades durante el mes.
En la actualidad el fabricante produce 80 unidades al mes y pla-
nea incrementar la produccion mensual en una unidad.

a) Utilizar analisis marginal para estimar el ingreso adicional que
genera la produccion y venta de la unidad numero 81.

b) Calcular el ingreso adicional real que generara la produc-
cibn y venta de la unidad numero 81.

TaLLer N° 14

Para cada una de las siguientes funciones de costo total (dadas
en miles de pesos), determinar el nUmero de unidades que se
deben producir para que el costo marginal sea igual al costo
promedio. ¢ Cual es este costo? Graficar (costo marginal y costo
promedio en un mismo plano cartesiano), e indicar este punto
en la grafica.

a) C(x) = e%00% b) C(x) = x> —2x + 100
c) C(x) =2lnx — 10 dCx) =x*+x*+4
x2
C(x) =
¢) Clx) X+2

La funcion de utilidad ( en miles de pesos) de producir y vender
x cantidad de articulos semanalmente en una empresa se rige
por la funcion: U(x) = 2x* — 9x* + 12x. En la siguiente grafica se
encuentran representadas las funciones de utilidad promedio y
utilidad marginal.
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3)

Miles
de
pesos

AN__/B

a) Determinar las coordenadas de los puntos A, B y C e inter-
pretarlas, si es posible.

b) Para qué nivel de produccion y venta la utilidad promedio es
igual a la utilidad marginal? (Justificar la respuesta).

c) Hallar e interpretar U(20) y U'(20)
El siguiente grafico muestra las funciones de costo e ingreso (en

miles de pesos), de producir y vender alfileres ( en miles de uni-
dades); en la empresa «Pinchazo Ltda».
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Miles
de
pesos

c(X)=x2—2x+2

/© P
Miles de alfileres

a) Determinar e interpretar las coordenadas de los puntos A, B,
CyD, sies posible.

b) Determinar el ingreso maximo.

c) Para qué intervalo de produccion, el costo es decreciente?
Justificar.

4) Hallar la ecuacion de la recta que se representa en la siguiente
gréafica:
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Respuestas a algunos ejercicios

EJERCICIO No. 1

1. Algunos racionales no enteros: PR 3.No.QNl=¢.
5. No. Obsérvese el gjercicio 1.
EJERCICIO No. 2
. . - 3 37
3. a. Algunos racionales decimales finitos: 2275 10 b. Algunos
. ) 2 1117
racionales que no son enteros, ni naturales: 5; - E; 13

c.0,1,23,4,5,6,7.

5. a.Naturales: 9 b.Racionales pero no enteros: -0.28; -7.4; -8.2
c. Irracionales: —x; v10 d. Enteros pero no naturales: No hay.

e. Racionales mayores que —1: /9, — 0.28

EJERCICIO No. 3
1. a.-86 b.-30 c.1099

2. a.V c.V e.F

3. a.6x-4y+2z b.-n c. 2m-7 d. -4x-y
e. 27x-3y-14 f. 21.5m+77 9-17d-19 h. 7x+5y
i. -7ab-5b®  j- 8x® - 7xy
k. 48a® - 24ab - 12a - 24b? - 12b + 39
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EJERCICIO No. 4

1. a.F b.F ¢.F d.F eV fF g.F h.V iV

2. a -33 c. _123’ d. 3a®+3ab+2b> e. 30x°y
X

5 43 33
5. a. _Z b. —T c—3 d. —T

6. a. 0.7x2+5.8x+1.9 €. —11n? —16nw - 9w? + 21

EJERCICIO No. 5

1. (a+2b)(m+1) 3. (a-b)(3a-3b+5)
5. (b+c)(4b+4c+1) 7. (x+a—b)(y+4)

9. (x-y)(x+y-5) 11 (xz—ﬁ)(x2+ﬁ)
. » s (N3 N\ (3 .

13. X%y (1—xy ) 15. L?—Z JL?+ZJ

17. t(2t-5)(3t+4) 19. x*(x+7)(x+8)

21. (2x-y)(2x+y+2)23. (a+1)(a-1)(a®-a+1)

25. m(p3+m)(p3—m)(p6+m2) 27. x®(x-1)(x+1)?
29. (x+y-3)(x-y-3) 31. (2x+5)(3x-2)
33. 2(2x-7)(3x+5) 35. (a-2)(a+b)

37. (gz—%)z 39. x(x-7)(5x-1)

EJERCICIO COMPLEMENTARIO

a (b-1)(b+1)%c.(a-2)(a+b)e. 3(3y*+a?) (a®-3y?|
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g. (x—ﬁ)(x+«@) i. (2m+3)(4m-3)

EJERCICIO No. 6

] _E (a+2)(a2+4) ) 1-y . m2 +1
b & (a-2) e. 40x’y 9.5y I =
s o 273 62 9 ablit. oex’ X+1
. a. a+3 C. 13 e.2 g. a2b2 |.7 . (X+2)(2X—1)

2(x-4) 2(y-1(y-2)
3-Xx T -2y +7

TALLER No. 1
a.% 2_a_3a2+13a+% b_%—%b
;27 X-5
3. a. Revise la division 2x* 4.8.5:% (x+3) (x+2)
2x
3a+8 2 19

©3a-8 ®4_x 96
EJERCICIO No. 7

103 12 . n 28
2i-1 i
1. a. de c. 2 TR 29 g. ZV
k=20 = 1= =1
25

3. a “1p C-0+5+8=-30 € -1-2-3-4-5--15
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TALLER No. 2
13 120
11
1. a.2(2k+1)* b. > T
=1 1=
29
2. a.b3+b2+b+l+1 c. - e -3
b 10

EJERCICIO No. 8

15

75 11 31
.oa. — .—— e .a.—— ¢. -10v2 -— e.
2. a. _404 ¢ 5 e.54 3.a c W2 14e 5

14

49
e.66 f.18 g. —— h. 1600

5 0 b. 4 EdE
. a. -4 ¢ 5 d 100

i. Aprox1.7609

7. a. Cantidad de estudiantes de ingenieria de sistemas de la Uni-
versidad Nacional. ¢. Cantidad de estudiantes de ingenieria de
sistemas, finanzas y matematicas de la Universidad Nacional.
e. Cantidad de estudiantes de matematicas y comunicacion de
las universidades detalladas.

8. a. Precio de venta de 55 saleros.

9. b. 66.2 millones de doblares.

TALLER No. 3

5

10 10
1. a. 21—21 b. 22-“1
= =
6 3 38 3
2. a. 2Ck1 c. Z Cy e ECBi
= =1 7= =

3. a. Cantidad de palabras que tienen 5 letras, y que estan en la
pagina 100

5. a. X,, representa el valor promedio de una accion del Banco
Santander en Junio de 1997
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5
5
b. = representa el promedio del valor de la accion de la
5
empresa Noel entre Diciembre/96, y Junio/98.

c. E(Xﬁ) 2- 30803783
£

EJERCICIO No. 9
1. aaF b.V c¢V dV eV fF

3. aF b.F e¢F dV eF fF g9V hF

EJERCICIO No. 10

N R i
(2wl

S

o n0m) o2 e

3

1. a (o) o [—1,4} e. (<0 U (5.~

g. (-4,3) i (e,—%) k. (-2,3) n. (e,%) U (%9)
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2. a. Deben venderse mas de 20 unidades, y menos de 40. b. De-
ben venderse mas de 90 unidades, y menos de 110. ¢. Se debe-
rian producir y vender mas de 200 articulos a la semana. d. Se
deben vender 1469 articulos 0 mas. e. Se deben producir me-
nos de 55 articulos. f. Para que el precio unitario sea mayor de
165 hay que vender menos de 196 chaquetas. g. Si el costo
debe ser inferior a $8550, se pueden producir menos de 55 arti-

culos.
TALLER No. 4
1 _>) (<_ _ 61
1. a.[ 15’ b. , 195]
2. Debe producir y vender 436 unidades o mas
3 aF b.F e¢F dF eF fV gV hF iF
4. Deben venderse entre 200 y 1000 bolsos

5. a. (0,3 b. [—%%} c. (eg) d. (<,-10] U[-3,~)

e. (—%,—>) f. (-4, g.(1—) h. (—%,0)

EJERCICIO No. 12

1 x—i b x—g __ 3 d x—i Xx=-16
&773 5 % 771100 3 &77
1 2
- X=-— L X=-— x=90
f.x-6 ¢ 12 h 1 I - ¢
1 5
k. X=-2 LR m¢ n¢ o X=3 P R-{0,4}

2. a.2m c.% e. 0.06(x* +5) g.3(x+9y)

3. a.N=~4566.67 b.P=80 c¢.R=3910000 d.N=~3966667
e. Rall tenia inicialmente $ 2234043 aproximadamente
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5. La persona tiene en el banco $ 3500000

7. Para un valor de ventas de $ 2000000 se recibira el mismo
salario semanal.

9 w=_2 W—L w-o—" i.w=0
. a. a+b C. b—1 g. d(a_b) 1. =
a+n’w+w -2 ac
10. b.b=""—"2 g b-P~ W ¢ p-
nw 2 cd-w
3 —_—
hbo © o adrw(d-1)
w-a r

11. a. El articulo A costo $6000 c. Presupuesto: $ 6000000.

TALLER No. 5

—

Invirtieron $ 450000 al 27%

Invierte $225000 al 35%

5. La cantidad minima de dinero que debe invertir al 68% es de
$ 2500000.

El cheque representa el 40% del costo total del articulo.

El sueldo del sehor Pérez fue de $ 1100000.

1. El precio del articulo es de $ 100000.

w

- ©XN

EJERCICIO No. 13

1. a {3,—2} b. {—1—%} . {0, 8}

d. {-5,-1 e. {—3,%} f. {0,-3}

g. {~-03,~3.3) h. {~-1.37,~5.12}
. [_4 4 : L
"{ 3’3} I "'{ 10’10}
7
I. {~-17.56,~ 2.05} m. {—5,5}
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n. {~-073~273} 0.0 p.{~-153~212}

3. Precio =10 dolares.

TALLER No. 6
1. a.Unasolucion real. b. Ninguna solucion real. €. Dos soluciones
reales.
bc +d e
3. a W=z c.w=,b(a-1) e w=-1,w=-23
ac
/53 -53 c(a+m
14083 1-4E8 w=¢M
4 4 a
2
4, a.m= 5 ¢ Soluciébn no real
( M, \
—+/Q-— 100 -1= |—*
5. aaP=+/Q-M ©c¢c.p_-:R e L \“Mz}

EJERCICIO No. 14

1. a.x<0 b. x>0 ¢ . x=0 d.x=0,¥,y=20 ¢ x=-1

f._2<x<2 Q-XZ@,O,XS— 2 h.X<—g i.x=0 0 xX=<-1

2. b3 txy
" T\5
3. a.1.581 b.—0.294 c.0.498 d.0.03459 e.13.92 f.0.015

EJERCICIO No. 15

1. a. {6} b. {%}

= c. {§} d. ¢ e. {~-1.382}

9
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f. {~0.194052 , ~-2.19405} g. {0.984375} h. {-1.61539}
5 2
2. a.w=m'D*-n c_W=ar :b e_W=4n_
cr m

TALLER No. 7

m
1. a. m?n®/10m b- s5w*32w c. Z\'m2 +Nn 2. a.F c.V

3. a.Aprox.5.393 b. Aprox.—6.828 c¢.Noesreal.d. No esreal.
e. Aprox. 2.46 f. Aprox. —1.767.

mT? 2 _
4. a.S=9¢ 5. a. k= b.c=iM
45? 2

EJERCICIO No. 16

1. a.2x’-3x2+4=(x+2)(2x*-7x+14)-24

b. —7x5+8x3—2x+5=(x—1) (—7x4—zx3+§x2+§x—l) L1538
2 2 4 8 16 32

c. x“—3x5+x—2x2+1=(2x+2)(—§x“+2x3—2x2+x—l)+E
4 2 2 4

6 ( 2)( s 2., 4., 8 , 16 32) 2123
d. X -3=[x+—-| [ X -=X"+=—X" - —=X"+ —X-—| - ——
3 3 9 27 81 243 729
e. gx“—5x2+8=(—§x3—§x2+£x+ﬂ)(1—x)+E
4 4 4 4 4 4

f.2x* +3=(x+a)(2x-2a)+2a*+3

1 11 1
N _45_5’__’_ -
2. a1 c.3 e 5’3 g 5 i. 1
3. a.|;»=*52"1,b=‘£2‘1 b.m=1 c.y-s/2 d.n=1

3 —
e.x=,x=-2,x=3 f. X=§,X=@,X=—«/3
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TALLER No. 8

1. a.x=-1 b.x=-1,x=-2,x=-3,x=1
3 2
C.x=1,x=-1,x=3x=-3 d. x=1,x=-3 X=§,X=—§

3. Factor; 5x* +6x® -7x®> +2x -5
4. a.S=¢
5. Ceros: 1,-1,2,-2

EJERCICIO No. 17

1. aa.m>3 ¢.n<3 e.x>0,y,x;=% f.x>\/§,o,x<—\/§
g.- x>0

2. a.2°-8 c.2'2=% e. (3x+1) 7" =10
1 1
3. a Iog14412=§ b. |094E=—2 c. log,5,7=w+3
d_lnl=2m—1
5
4. a.W=1 c.C|=E e.w=-3 g.q=1
9 2

EJERCICIO No. 18

2 3442 —
1. a. Iogz(x—) b. Iogb(x Y ) c. Iogb(iﬁx2y3)
y z

2. a. b*“‘:l c. 3M2Y=l
C 10
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EJERCICIO No. 19

1. a.No solucion b c.x=10 e.x=5 f. x=-0.5958
h. x= —5|n(g) jo x=100 l. x=0.8246 n. x=2.3691
0. x=-1.1

. La poblacion disminuye.

. Después de 5 anhos, hay 452418 habitantes.
c. Aproximadamente 54.9 ahos.

[ ]

TALLER No. 9

1. aaF. b.F c¢.F dF eF fV
Cb" -m (b+c)’
. aaA=—F—Db A=-—
3. a b + 1 b. A v
4. a. k=16,3095 b. k=1
5. El hijo recibe el dinero a los 14"/, ahos aproximadamente.

EJERCICIO No. 20

1. a D=R c. D, =% e. D, =9 - {5, - 5}

3
g. D, =% -[-4,4] i D, =%k Df=$ﬁ—[§,oo)

m.D,=[-22]  o0.D,- [-4, %}U[s, )

2. a.D =(-»1 D,=R ci. fla+b)=\1-a-b

3. a. Para que la imagen por la funcion f sea 0, el valor de x debe
ser 1.
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EJERCICIO No. 21
21
1 a Df = (e!g
y
i. D=0
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2. aB- (10In5,
3In2

3. a.Si. cR;=[-16,20] f. g(4)=-16
4. a.F b.V

5. a.D=%-{-2} e p(o,_g)

o) b. R, = (-5, %)

e. _% es el valor del dominio cuya imagen es 10.

1 9
-3_232_ _p2 - =12
6. f(a+b)=3-a’-2ab-b’ ; g( 5) \5
7. R;=(-%,3] R, = 9"
2 \2
R, =% -{o0}
5 3
8. a D,=[—E,oo) b. R, =[-44) ¢ Rf={1,5}
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EJERCICIO No. 22

1. a. m=3 c. m=ﬂ
3

105

21 5 1.5
f(x)==x-> —— Xt B
2. a. f(x) gX"g CV--gx+o e fx) 5 X +4500
3. am=m,

4. a. Costos fijos de produccion: $ 7000000 c. Los costos de pro-
ducir 1500 pares de zapatos son $ 9250000

e. U(x) = 3500x - 7000000 g. El punto de equilibrio se alcanza
cuando se producen y venden 2000 pares de zapatos.

5. a. C(x)=10x +8000 c. Produjo 500 unidades.
a. C(x) =100x + 25000 e. Precio de venta es $150.

g. Precio por unidad: $2150
7. a.$20 c. En 40 unidades.

8. a. C(x)=1700x + 300000 c. I(x) = 2500x
e. Para menos de 375 articulos.

TALLER No. 10

Costo total: U$ 850.
C(x) = 50x + 300

a. C(x)=-5000x + 270000 c. U(30) = -$90000

Al producir y vender 500 articulos se alcanza el punto de equili-
brio.

N w2
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9. a. C(x)=>55x + 2000
¢. Punto de equilibrio de compania B: 400 articulos.
11. a. D(x) = -45000x + 850000
c. Aproximadamente a los 12,2 ahos de comprada
13. Fabrica de Edilberto: C(x) = 500x + 20000, Punto de equilibrio:

20 unidades. Fabrica de Anibal: Al producir y vender 60 boligra-
fos se maximiza la utilidad, la cual es de $40000

15. Comercializar en Bogota: Costo total: C(x) = 7000x + 25000.
Ingreso: 1(x) = 15000x Comercializar fuera de Bogota: Utilidad:
U(x) = 7080x - 3000.

EJERCICIO No. 23

a. Rf=[—g,°°) c. Interceptos: _1,5
eje x 2

y y

4 =50

1-100
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10.

a. Al vender 35 unidades se alcanza utilidad de $1075. c. Al ven-
der menos de 7 unidades, y méas de 73 unidades. d. Al producir y
vender 40 unidades se alcanza ganancia maxima de $1100.

7 4 . .
a. C(x) = gx +5 b.C= (E’ Tg) . Elingreso maximo se alcan-

za al vender 3500 unidades, y es de $12 250000

a. Aproximadamente $11538.  c¢. $20000 e. Al producir y
vender 80 unidades se obtiene una pérdida de $26923 aproxi-
madamente. g. Debe producir y vender 26, o 44 unidades.

i. 35 unidades.

a. Precio de equilibrio = 150. Cantidad de equilibrio = 75 unida-
des.

a. C(x)=-3x+79200 d.Hay ganancias para una produccion

y venta entre 34 y 5966 unidades
b. La utilidad maxima se alcanza al producir y vender 1750 uni-
dades, y es de $28625.

2

a. I(x) = —x? + 2500x

a. C(x) = 560x +30000 c. Al producir y vender 450 unidades
se alcanza una ganancia de $ 43.000.
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TALLER No. 11.

1. $17.50

2. Paraalcanzar utilidades la fabrica debe producir de 2000 a 10000
palillos inclusive.

3. b.25,065unidades. d. C(x)=2x? + 620x + 2800

4. a. Cuatro millones de pesos. b. 3000 articulos.

5. 15unidades.

6. a. C(x)=50x+4000 c. 1750 unidades.

EJERCICIO No. 24

a. 40 495700 habitantes.

a. Aprox. 714 personas. c. Al cabo de 1.77 semanas aprox.

a. U$17854 aprox. c. Aprox. 11.2 ahos.

263858 millones.

b. Aprox. 1.9 minutos.

a. La poblacion decrece. c¢. Después de 3 ahos la poblacion es
de 5120 habitantes.

SoALN S

TALLER No. 12

1. a. Df=§ﬁ C. Rf=m+

-5 5 -10 10
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y y
10
10
-5
15
X X
2 2 5 10
i. D, =% k. R, =%
y y
x x
/ 2 4 / 2 4
-5 -5
o q.
Y y 10
15
15
X
-5
X
~10
4-5
-5
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2 N ist In3 N ist 1
- aNoexiste. c¢.i o e Noexisten. g.-7

3. a. Después de 2 anos estan funcionado aprox. 8270 aparatos.
c. Deben producirse aprox. 30231 transistores
e. Aprox. 10579 aparatos.

4. a. C(t)=100000e**'**** ¢. 16.8 meses.

5. a. 30 millones de pesos b. $369 628000

EJERCICIO COMPLEMENTARIO

1. F 2.F 3.F 5F 7.V 9.F 11.V 13.V 15.F 19.F

EJERCICIO No. 25

1. a.(fog), =3(Jm)3 -2 c.(hog), =Iog3(—«/m+2)

e. (hof) = Ioga(—3x3 + 4)
2. a.0.43243

3. a g(x)=x+2 f(x) =§ c. g(x)=x® +5, f(x) =logx

e. gx)=2x>-1 f(x)=x* g. g(x)=e*? -1, f(x)=x°
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EJERCICIO No. 26

-4(1+ 2a)
1o ad7 e yar2)a+a-1)
2. a. 136
3. Entreelano 0y el ano 15 la poblacion crece a razbn de 35 estu-

diantes por anho.
4. a. Costo promedio en el intervalo dado es de $25,9 por unidad.
c. El costo promedio al producir 35 unidades es de $87,7 por
unidad.
a. Tasa promedio de cambio del costo: $20000
$250
a. La poblacién aumenta a 1659 aprox.
Promedio diario $4800
Costo promedio: $10000.
10 a. El ingreso se incrementa en $ 3360.
11 a. La utilidad se incrementa en $90000.

©eNo

EJERCICIO No. 27

x® +1
x2

1
1. a. f(x)=0 c.h(x)=14x e. 3 @ f'(x)=

, 1 9
) kgM=MW—F—F

, , 15 .. 3 1
2. a f(x)=15x* c. f(x)= 4+x_ e.y =4e T

- h(x) = 5e*(1
i.h'(x) e(ogx+mnm

x2+2x -1

m i.y = 6X( 5x° + 292)

g.y'=

Inx-1 1-Inx n
k.y' = - mf(x)=— o0.Y=-—FF-—-—
y x? In® x () X

e*(3x - 1)+ x(5x* - 45x + 16)
3x’

g-
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EJERCICIO No. 28

2x(x +1) 20x|n(x2 +5)9
. . f'(x)=2xl 242 _— LY =
1. a. f(x) xn(x + x)+ " c.y (x2+5)(ln3)1°
e. f(x)=0 9. y-xe®*(10+1.5x) Iy =1
2
k. f’(x)=M m. e°-2*(o.6|n(7x-1)+ 21 )
(7x+10) 7x -1
3x® +10 . 4
’ o T Y ' =5 _
o. f'(x) o q. f'(x)=5x —X
12x2 e52*2(523 -32° —5)—922
S. f(X)=—————-3 u.f(z)=
(x) (x3—1)2 (z) (23_1)2
3. b.2
4. a. -3e®+1
4x

5. a. (fOQ), =—W

6. Alcomienzo del séptimo mes, la tasa de crecimiento de la epide-
mia es de 26919 personas infectadas por mes.

7. b.Entre 1994 y 1998 la poblacion descendid en promedio 968,5
habitantes por aho.

9. Al comienzo de la quinta semana, la tasa de cambio de uso del
sistema fue de 950 personas por mes.

EJERCICIO No. 29

23
1. a.y=x-1 c.y=12x+8 e.y=EX+1 g.y=x+b

2. a'X=N"’§—7,X=—\/37—7 C.X=4+\/§,X=4_\§a
e.x=2 ¢.x=0 i. Noexiste.

2
3. a. x=-1 c.x=0,x=—§ e. x=2
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TALLER No. 13

1 1
2. a.X=-— C.X=—,X=—,X=
4 2 3 12
5
e. X=0,x=4,Xx=5.X=-—,X=-—
3 33
3. a f(x)=e(5x+ 1)+ — o C6e+ 30x2(5x° + 2|
3(4x-1)72
5. a.Aprox. 783 llaveros.
c. El promedio diario de incremento en la produccion entre el dia
quinto y décimo es de 22.4 llaveros por dia.
d. Aunritmo de 20.3 llaveros por dia aprox.
6. a.59 articulos.
7. b.Enelquintodia.
8. a. Elincremento en la utilidad es de 1500 dolares.
9 __ 325 .38
. aly 57 3

10. b. x~_0.816 0o x=~0.816

EJERCICIO No. 30

—— 3000
X

1. a. C(x) +20, C'(x)=20

c. C(x) =e**, C'(x) = e*>(0.2x +1)

e. WX)=7X—2+@ C'(x)=14x -2

3. b.1(5)=692.06,1(5) =138.4,I'(5) = 880.48
4. a.1200unidades.  c. (0,1200)

5. a. C(x)= %x + 2990 ¢ 316 unidades aprox.
X

e. 200, o, 500 unidades. g. (0, 316.23)
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6. A(0,12) B(~4.764 , ~2.472)
C(4,0) D(6,00 E(8,00 F(6,4)

7. b.x=0,x=5x=7 d. (4,

8. b. A(~0.2324 , ~-0.21985)

C(~1.4343 , 1.5)
c. Utilidad marginal maxima: $ 2166.66

9. a. C’(x)=%x2 +3,1(x) = 75;2" c. $135.12

TALLER NO. 14

1b. 1d.

1160

140

/' 20 40 20 40
9 15
2. .A(1,0)B(20)C|—, —
2 ( ) ( ) (4 8)

3. b.Ingreso maximo: $9250
4. y=-2x+16
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