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Capitulo 1

Resumen

En la actualidad, la computacion grafica ocupa un papel preponderante en las ciencias de la com-
putacién. A saber, peliculas animadas, juegos de video y efectos artificiales son parte del vocabulario
comun para alguien que trabaja en cine, televisién 6 entretenimiento en el siglo XXI. ;Pero cémo se
logra todo esto? Las matematicas y la gran velocidad combinada con una inmensa capacidad de computo
que poseen los computadores actuales, han combinado esfuerzos para encontrar soluciones que permiten
virtualizar el comportamiento natural que vemos hoy en dia, en cualquier parte.

En el transcurso de este documento se describen caracteristicas de las estructuras delgadas y flexibles,
como lo es el cabello del ser humano, los que en su estructura original fueron caraterizadas por una con-
figuracién curva sin ningun tipo de deformacion. El modelamiento de estas superficies tres dimensionales
con las que nos encontramos a diario, correspondian anteriormente a modelos bastante complejos que
eran dificiles de entender y simular. Por otro lado el proyecto aunque no es sencillo, logra dar forma y
mostrar de una manarera mas clara y concisa dicho modelo que comprende la geometria convencional y
el calculo de variables e integrales, simplemente usando lo ya conocido en el ambito de la Ingenieria, de
esta forma rédpidamente se obtendrd un simulador del cabello humano, siendo este capdz de mostrar el
movimiento causado por diversos entes externos (viento , un simple toque, etc).

Por otra parte, la combinaciéon de tecnologias existentes como JavaEl, Processindﬂ son utilizadas
para realizar la correspondiente implementacién del simulador. Usando el core de java y la facilidad de
implementar métodos especiales que posee processing ayudan a generar la ejecucion de la virtualizacién
correspondiente al problema planteado.

Durante cuatro capitulos se recorre y explica detalladamente el problema y la solucién que plantea la
simulacién mediante una computadora, de las membranas flexibles del cabello humano. En el capitulo I
se hace una recopilaciéon de conceptos necesarios que son aplicados para solucionar el problema planteado;
entre ellos tendremos la fisica de las barras propuesta por Kirchhof, energias elasticas, marco paralelo de
transporte de Bishop, modelos discretizables y sus respectivas ecuaciones para la implementacién exitosa
del problema planteado. El capitulo II presenta toda la teoria matematica sobre la generacion de el cabel-
lo humano basado en ecuaciones representadas en derivadas, integrales y ecuaciones relacionadas con el
algebra. El capitulo III presenta la arquitectura especial del simulador que abarca los dos capitulos ante-
riores y realiza la implementacién de los métodos anteriores. Los resultados y las conclusiones obtenidas
se presentan en el capitulo IV que tomara los resultados obtenidos con la respectiva implementacion del
programa.

1Lenguaje de programacién orientado a objetos desarrollado por la empresa Sun Microsystems a principios de los afios
90, usa una sintaxis similar a los lenguajes de programacién C y C++, con la caracteristica que elimina herramientas de
bajo nivel que suelen conducir a errores en apuntadores a posiciones de memoria.

2Lenguaje y entorno de programacién de cédigo abierto basado en java, sirve para produccién de proyectos de multimedia
y diseno digital.



6 CAPITULO 1. RESUMEN

Documentacion, planteamiento, y
solucion matematica del problema.

Implementacion y desarrollo del
programa.

Redaccion del documento.

Revision, pruebas y correcciones
finales.

Figura 1.1: Etapas de ejecucién del proyecto

1.1. Objetivo General

Implementar algoritmos para la simulacién de cabello humano bajo el esquema de programacién
orientada a objetos.

1.2. Objetivos especificos
= Utilizar geometria diferencial para modelar un cabello como barra de Kirchhoff.

s Incluir fuerzas externas para simular la fisica del movimiento de cabello siguiendo el modelo de
Terzopoulos.

= Implementar el modelo de Kmoch para la dindmica de cabelleras humanas.

s Producir una libreria de simulacién de cabello humano utilizando Processing y Java.

1.3. Flujo del proyecto

El proyecto fue divido en 4 etapas secuenciales cada una imediatamente dependiente de la anterior

(ver figura|1.1])

1.3.1. Documentacion, planteamiento y solucion matematica del problema

En esta etapa se comprende el modelo matemético que definen las soluciones al sistema, es decir a
través del calculo variacional se daran las respuestas al problema planteado. Esta misma es muy impor-
tante porque a través del modelo matematico se dard solucion al proyecto.
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1.3.2. Implementacién y desarrollo del programa

Un buen diseno define una buena aplicacién, por esta razon en esta etapa se realizard un andlisis de
las soluciones y se definird un esquema (realizado a través de diagramas UML) que dard un oriente claro
a la implementacién computacional del aplicativo.

Adicionalmente, se tomard el modelo anteriormente desarrollado para crear una correcta estructura fun-
cional del programa.

1.3.3. Redaccién del documento

Tomando como base esencial el modelo matematico propuesto ademés del desarrollo funcional del
programa se pretende realizar la correspondiente etapa de documentacién y formalizacién de los teore-
mas resueltos y demostrados en las etapas anteriores.

Ademas se dard un relato completo del desarrollo del proyecto, asi como, experiencias vividas, pendientes
y una seccién de apéndices que mostraran extras interesantes relacionados con el proyecto.

1.3.4. Revisién, pruebas y correcciones finales

Lo ideal de esta etapa es la de realizar profundas revisiones del proyecto para refinar y pulir detalles
que no se han tenido en cuenta anteriormente para que de esta manera se establezca un buen estandar
de presentacion del proyecto.
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Capitulo 2

Preliminares

A lo largo de este capitulo se estableceran todos los conceptos bédsicos que se necesitan conocer y usar
para plantear la solucién al problema de simular y/o virtualizar el cémputo del cabello humano que son
el objetivo comtn del proyecto.

2.1. Introduccion

Los métodos que formulan y representan formas instantaneas de los objetos son el centro del mode-
lamiento por computacién grafica. Estos métodos han sido particularmente ttiles, para modelar objetos
rigidos los cuales su superfices no cambian durante el tiempo[18]. Este proyecto desarrolla un enfoque al
modelamiento el cual incorpora dindmicas de los materiales delgados y flexibles que estan sujetos a cam-
bios permanentes, dentro de modelos geométricos los cuales han sido usados tradicionalmente. Modelos
basados en teorias de elasticidad, torsién y agentes externos son convenientes para representar la forma y
movimiento del cabello humano cuando este sufre algun tipo de deformacion respecto a su estado original.

La animacién realista y presentacién del cabello es parte crucial en la virtualizacién del ser humano.
En investigaciones realizadas anteriormente se determiné que la simulacién de barras elasticas, intro-
ducen una mejora técnica que utiliza propiedades especificas de cada unos de los filamentos del pelo
humano mejorando asf su rendimiento y simulacién|[I3]. Aunque se tiene en cuenta todo esto , no es del
todo facil la representacion del cabello humano de manera computable, pues la simulacién de este se ve
sujeta a multiples agentes como lo son, la torsién, el patréon crecimiento del cabello, teniendo en cuenta
que éste puede ser un crecimiento uniforme o como lo es en la mayoria de los casos de crecimiento no
uniforme; adicionalmente a esto interactiia también la gran cantidad de cabello que puede tener una
personas estimandose esta sobre los 100.000 cabellos invividuales[4] en donde en cada fibra de cabello
interactian todo tipo de simulaciones fisicas.Por otra parte, estucturas delgadas y rigidas (ej., unas de
los dedos, botellas de vidrio), son objetos que son naturalmente curvos y no requieren de un gran estu-
dio, ya que estos no sufren ningtin tipo de deformacién y/o adaptacién a un entorno determinado; mds
aun pensando en deformaciones pldsticas (ej., sombreros, latas, cajas de cartén, chasis de automoviles,
botellas de detergentes), son membranas delgadas que no pueden ser modeladas usando formulaciones
como las utilizadas en el modelamiento y computo del cabello humano.

Actualmente se tienen, o mejor, se trabajan dos categorias generales para la representacion del cabello;
la primera consiste en trabajar hebra por hebra de cabello independiente como un todo logrando de
esta manera expresarla como una cadena de hebras rigidas, la segunda forma es de volumen y esta es
representada y simulada utilizando implementaciones de mecanica continua sobre particulas suavizadas.

Fundamental en el estudio de la simulcién de pelo es la teoria de barras de Kirchoff[25] 4]. Estos modelos
se basan en la construccién de operaciones sobre curvas paramétricas tanto vectoriales como escalares.

9
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En el enfoque de este documento una curva paramétrica es una inyeccién de un intervalo cerrado de R
en un espacio euclideo R™[23]. A saber,

Definicién 2.1.1 (CurvaParametrica) Sea [a,b] C R un intervalo cerrado. Una curva paramétrica
con dominio [a,b] es una funcién vectorial ¢ : [a,b] — R™ de la forma:

c(t) = ) (2.1)
Zn(t)
para t € [a,b]. Las funciones x; : [a,b] — R se conocen como las componentes de c.

Las curvas paramétricas constituyen el objeto geométrico mas simple después del punto. Dado que una
curva paramétrica es una funcién, su diferenciabilidad y continuidad dependen de sus funciones compo-
nente.

Teorema 2.1.2 Una curva paramétrica ¢ dada en la forma[2.1] se dice continua si cada componente x;
es continua.

Teorema 2.1.3 Una curva paramétrica ¢ dada en la forma[2.]] se dice diferenciable n-veces si cada una
de sus componentes es al menos n-veces diferenciable.

2.2. Campos vectoriales

Los campos vectoriales son vistos desde la perspectiva de la fisica como una ayuda para el mode-
lamiento de la velocidad, las direcciones que toman los liquidos através del espacio, o la intensidad y
direccion de algun tipo de fuerza; en nuestro caso se ve reflejada en el moviemeinto del cabello humano
y todas las fuerzas que actian sobre éste, como lo son las velocidades en la direccién en que éste se esta
moviendo, la gravedad que se ejerce sobre cada hebra de cabello, entre otras.

Es importante que se entienda con claridad que es un campo vectorial, antes de adentrarnos en las nociones
de rapidez, torsion y curvatura, ya que esta nos da las bases para poder lograr entender matemaética-
mente y fisicamnente, el comportamiento que toma el cabello humano obedeciendo a actuadores externos
y asi poder comprender como funciéna y por qué se dan cambios repentinos en su comportamiento.

Definicién 2.2.1 (Campo vectorial en R"™) Un campo vectorial es una funcién F : R" — R™ que a
cada punto x € R™ le asigna un vector F(x). A saber un campo vectorial estd descrito por una funcidén
de la forma:
Fi(x)
Fx)=| (2.2)
F,(x)

donde las funciones F; son escalares y se conocen como las componentes del campo F'.

Si bien, entre la definiciéon de un campo vectorial y una curva paramétrica se habla de componentes, una
curva paramétrica asigna a una posicion en el espacio un vector que indica direccionalidad. Los campos
vectoriales son ttiles en fisica y matematicas para describir fuerzas, tensiones y son de utilidad en la
descripcién del trabajo y la energia.

La nocién de campo vectorial se puede restringir a una curva. A saber, si un campo vectorial asigna
vectores de direccién a cada punto del plano, se puede hablar de la restriccién de éstos a una curva
paramétrica 6 bien de un campo vectorial sobre una curva paramétrica.
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Definicién 2.2.2 (Campo vectorial sobre una curva paramétrica) Sea c : [a,b] — R" una curva
paramétrica continua y sea F : R™ — R™. La restriccion de ¥, F¢ a la curva c constitye un campo
vectorial sobre la curva c. A saber:

Fo(t) = Foc(t) (2.3)

2.3. Propiedades y mediciones en curvas paramétricas

Con las propiedade s y mediciones de la curva paramétrica estamos introduciéndonos més a fondo
en el tema que nos atane respecto a la virtualizacion del cabello humano, ya que logramos identificar
componentes importantes que se estudiaran mas adelante y con més profundidad como lo son las medidas
vectoriales que seran utilizadas en el siguiente capitulo, para la implementacién y utilizacion de Torsion
y Flexion y las medidas escalares, representadas pdr vectores, dandonos la informacién necesaria sobre
las fuerzas y el direccionamiento que actian sobre el objeto que estamos trabajando.

2.3.1. Velocidad

Una curva paramétrica se utiliza para representar la trayectoria de una particula bajo fuerzas 6 causas
variadas. Dentro de este enfoque, la welocidad de una particula se puede cuantificar a partir de las
derivadas de la curva paramétrica describiendo su trayectoria ¢ bien a partir de su vector tangente.

Definicién 2.3.1 (Vector tangente a una curva) Sea c: [a,b] — R una curva paramétrica con com-
ponentes al menos una vez diferenciables. El vector tangente a c, ¢’ es la funcidn definida por:

' (t)
5 (t)

(1)

n
el vector tangente a la curva ¢ se conoce también como el vector de velocidad de la curva.

Si bien una curva paramétrica sirve en un contexto fisico para describir el movimiento de una particula
en el espacio o en el tiempo, una curva paramétrica es en si misma un objeto geométrico, susceptible de
anglisis mediante métodos de célculo|23]. En particular, la longitud de una curva paramétrica se puede
estimar mediante la longitud de su vector tangente, por medio de la siguiente definicién:

Definicién 2.3.2 (Longitud de Arco) Sea c: [a,b] — R™ una curva paramétrica continua y al menos
una vez diferenciable. La longitud ¢ longitud de arco de la curva c, L(c) estd dada por:

b
£(c) = / /(1) (25)

Noétese que la longitud de arco de una curva depende intrinsecamente del dominio de la curva. De este
modo, una curva con dominio [a,b] 6 con dominio [¢,d] pueden tener longitudes distintas a pesar de que
tengan la misma grafica en el plano. Con objeto de superar esta dualidadd, se propone la parametrizacion
por longitud de arco de una curva. A saber, si la longitud de una curva ¢ con dominio [a, b] estd dada por
L = L(c), se puede construir una reparametrizacién de &€ de modo tal que & tiene la misma gréfica que c
pero el dominio de € es el intervalo [0, L][I7].

Definicién 2.3.3 (Curva parametrizada por longitud de arco) Si ¢ : [a,b] — R™ es una curva
paramétrica continua y al menos una vez diferenciable, con longitud L = L(c), existe una funcion D :
[0, L] — [a,b] y una curva paramétrica € tal que

c=¢oD (2.6)

a la funcion € se conoce como la parametrizacién de ¢ por longitud de arco.
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En el sentido geométrico de las curvas paramétricas, la reparametrizacién por longitud de arco en una
curva permite imaginarse a la curva como si fuera una linea recta que es deformada en el espacio para
ocupar una forma especifica: la grafica de la curva[l7].

2.3.2. Curvatura

Teniendo en cuenta que el concepto de curvatura en una superficie es la que mide la velocidad en la
que la curva abandona el plano tangente a esta, en un d eterminado punto es importante mencionar que:

Definicién 2.3.4 (Vector de Curvatura) Sea c: [a,b] — R™ una curva paramétrica con componentes
al menos dos veces diferenciable . El vector de curvatura de la curva c es el vector ¢’ definido por:

MO (2.7)

La curvatura de una curva paramétrica es una generalizacién del concepto de concavidad para funciones
de una variable. En general, la direccién del vector de curvatura define un circulo conocido como el circulo
osculante[IT]; localmente, la curva se puede ver como una seccién o trozo del circulo osculante, pues el
vector de curvatura apunta siempre hacia el centro de éste.

Al mismo tiempo, se puede definir la curvature £(t) de una curva paramétrica por medio de la sigu-
iente definicién:

Definicién 2.3.5 (Curvatura de una curva paramétrica) Si c : [a,b] — R" la curvatura de una
curva paramétrica estd definida por la funcidn k(t) dada por:

k() = [l" (@)l (2.8)

El radio de curvatura de una curva paramétrica estd definido como el reciproco de la funcién k y corre-

sponde con el radio R del circulo osculante:

R=" (2.9)

como corolario a estas definiciones es importante decir que una curva que es plana (recta) tiene curvatura
cero y un radio de curvatura infinito.

2.3.3. Torsion

Una curva paramétrica describe el movimiento de una particula en el espacio y constituye un objeto
geométrico de dimensién 1 en el sentido de la geometria diferencial[I7]. Si el vector de velocidad de la
curva describe la rapidez de una particula siguiendo la trayectoria de ésta y el vector de curvatura describe
qué tanto difiere ésta de un plano, la torsidn describe la manera como una particula rotaria, de seguir la
trayectoria de la curva.

Definicién 2.3.6 (Vector de Torsién) Sea c : [a,b] — R™ una curva paramétrica al menos dos veces
diferenciable. Si c'(t) y ¢ (t) identifican los vectores de velocidad y curvatura, se define la torsién B como
el vector

B(t) = ¢/(t) x ¢"(¢) (2.10)

Es importante notar que existe una relaciéon geométrica entre los vectores de velocidad, curvatura y
torsién. Del mismo modo que la primera y segunda derivadas de una funcién identifican su velocidad
de cambio y su concavidad, la velocidad y la curvatura miden el cambio en el espacio de la curva como
objeto geométrico. De la misma manera que a partir del vector de curvatura se define la curvatura de
una curva, la torsion de una curva estd definida como la norma de su vector de torsién:
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Definicién 2.3.7 (Torsién de una curva paramétrica) Sic: [a,b] — R" es una curva paramétrica
continua, al menos dos veces diferenciable, su torsion estd definida por la funcidn 7(t) dada por:

7(t) = [[B@)| (2.11)

Existen relaciones fuertes entre la velocidad, la curvatura y la torsién de una curva paramétrica. Estas
relaciones se condensan en las conocidas ecuaciones de Frenet-Serret que relacionan las tasas de cambio
espaciales de los vectores de velocidad, curvatura y torsién y permiten el estudio y clasificacién de las
curvas paramétricas.

2.3.4. Formulas de Frenet

Uno de los puntos claves dentro de la virtualizacion y renderizacién del cabello humano tiene que
ver con la torsién que éste sufre por diversos entes externos; en esta seccién entraremos a analizar su
comportamiento y las medidas matemaéticas que tiene éste en una curva R™; es de tener en cuenta que
solo trataremos curvas de rapidez unitaria.

Teorema 2.3.8 (Formulas de Frenet) Sic: [a,b] — R" es una curva paramétrica continua al menos
tres veces diferenciable, dendtese por T al vector de velocidad de la curva normalizado, N al vector de
curvatura normalizado y B al vector de torsion normalizado. Las derivadas de T,N y B satisfacen las
siguientes relaciones:

T = &k
N' = —ke+ 7t (2.12)
B = 7¢

Cabe anotar que estas relaciones sin independientes de la parametrizacién o reparametrizacion de la curva
y counstituyen un invariante para éstas[I7].

2.4. Campos de sistemas de referencias

Si bien un campo vectorial es una funcién que a cada punto del plano le asigna una direccién de
movimiento (un vector), las componentes de un campo vectorial dependen del sistema de referencia de
R™ utilizado: la direccién de éste depende de la escogencia de un sistema.

Definicién 2.4.1 (Sistema de referencia en R™) Una coleccion 8 = {v1,...,vp,} C R" se dice un
sistema de referencia en R™ si satisface las siguientes dos condiciones:

v La coleccion es ortonormal: ||vi|| =1 parai=1,...,n yv;-v; = 6ijE|
s Todo punto en R™ se puede escribir como una combinacion lineal de los vectores en (3.

Si bien en dlgebra lineal, los sistemas de referencia 6 bases permiten escribir vectores en R™ de manera
resumida, no hay razén para pensar que la base de vectores esté siempre definida desde un punto fijo
-generalmente el origen-. En efecto, la traslacién de los vectores desde el origen hasta un punto arbitrario
x € R™ no cambia la geometria del espacio sino simplemente la manera como se describen los puntos en
éste como coordenadas. A saber, para punto x € R” se puede definir un sistema de referencia desde el
cual describir vectores, por medio del movimiento rigido.

Definicién 2.4.2 (Movimiento rigido) Six € R" es un vector, dadoy € R"™, el vector Tx(y) definido
por:
Tx(y)=x+y (2.13)

se denomina el movimiento rigido de y hacia la posicion x.

1§ij se conoce como el delta de Kronecker: §;; =1 sii = j 6 cero de lo contrario
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En particular, un sistema de referencia se puede trasladar rigidamente a una posicién arbitraria x del
espacio. Todo vector en R™ se puede escribir en este nuevo sistema de referencia trasladado aprovechando
las operaciones de vectores. Dado que una curva paramétrica define una trayectoria en el espacio, un sis-
tema de referencias puede se trasladado de manera rigida a través del recorrido de la curva, constituyendo
lo que se conoce como un sistema de referencia mdovil

Definicién 2.4.3 (Traslacién de un sistema de referencia por una curva) Sea ¢ : [a,b] — R"
una curva paramétrica continua y sea = {vi,...,vp} un sistema de referencia en R"™. Un sistema
de referencia trasladado sobre la curva c, Bc(t) es un sistema de referencia de R™ que sigue la trayectoria
de la curva. A saber,

Be = {Tc(t) (Vl)a s 7Tc(t)(vn)} (2'14)

Un sistema de referencia movil sobre una curva puede estar determinado por la curva y no solamente
por la traslacion rigida de un sistema arbitrario. De esta manera, podemos generalizar la nocién de un
sistema de referencia mévil por medio de la siguiente definicién:

Definicién 2.4.4 (Sistema de Referencia mévil) Sea c : [a,b] — R™ una curva paramétrica contin-
ua. Un sistema de referencia movil a un curva es una aplicacion F que a cada punto sobre la curva, le
asigna un sistema de referencia:

F(t) = {Vl(t), s avn(t)} (215)

Como consecuencia de ésto, los campos vectoriales se pueden escribir como combinaciones lineales de
vectores en un sistema de referencia mévil sobre una curva[l7]. En particular, los vectores de velocidad,
curvatura y torsién constituyen un ejemplo de un sistema de referencia movil sobre curvas paramétricas.

2.5. Mecanica Lagrangiana

La mecédnica lagrangiana es una reformulacién de la mecédnica cldsica que combina la conservacién
del momento con la conservacién de la energia para tratar problemas de fisica de una manera novedosa.
En ésta, la trayectoria que un sistema de particulas sigue esta intrinsecamente relacionada con principios
como la conservacién de la energia y el principio de minima accionlI].

En la mecanica lagrangiana se procede primero a cuantificar la energia del sistema a partir de su posicién
espacial, su velocidad y aceleracién en lo que se conocen como coordenadas generalizadas. Desde aqui,
es posible definir un sistema de ecuaciones diferenciales, que al resolverse encuentran la configuracién
del sistema que minimiza el gasto de energfa y predicen el movimiento de éste[l]. Estas ecuaciones son
conocidas como las ecuaciones de Euler-Lagrange.

2.5.1. Modelos fisicos vs modelos cinematicos

La mayoria de los métodos tradicionales de modelamiento grafico mediante una computadora son
cineméticos[23]. En un modelo cinemético, se modela la interaccién de las particulas de manera causal: el
movimiento es ocasionado por fuerzas externas ¢ internas a éstas y ocasionan movimiento[24] [6]. Al con-
trario, un modelo fisico integra las fuerzas tanto internas como externas a un sistema y permite predecir
su comportamiento tanto desde los estimulos que ocasionan el movimiento, como desde los principios que
subyacen a éste.

Al mismo tiempo, el tratamiento analitico més simple de un problema fisico particular se encuentra
a veces dentro de lo puramente cinemdtico (6 newtoniano) a veces se encuentra dentro de lo lagrangiano.
En particular, los problemas fisicos donde se involucra elasticidad, deformacién é ruptura son intratables
desde una postura newtoniana, mientras que la notacién, ecuaciones y soluciones se pueden estudiar desde
una perspectiva lagrangiana de modo natural[24].
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2.5.2. Coordenadas generalizadas

Considérese un sistema de n particulas moviéndose en R™ de acuerdo con fuerzas y estimulos varios.
Una descripcién newtoniana de éste presupone la utilizaciéon de cuando menos n funciones vectoriales

x1 (), x2(t), . .., X (t) (2.16)

En una postura lagrangiana del mismo sistema, la configuracién total del sistema depende de las posiciones
individuales de cada particula en éste: a partir de las componentes de las funciones x;. En particular,
estas funciones dependen entre otras de una seleccién de una base de R™ de modo tal que si la base del
espacio cambia 0 si el sistema de referencia en el cual estan inscritas estas funciones cambia, el problema
debe replantearse totalmente.

Si se considera mas bien que la posicién de cada particula depende de un ntmero de parametros

81, 82, ..., 5p podria generalizarse estas funciones x;, de modo tal que el estado 6 configuracion del sistema
completo dependa de una coleccién de funciones

q’i(815527"'7sp;t) (217)
de modo tal que la configuracién del sistema depende de los pardmeros sy, ..., sy, independiemente del

espacio en el que las particulas se encuentren. Estos pardmetros se conocen como los grados de libertad
del sistema. La construccién de cada funcién q; depende de la naturaleza del problema y de la dindmica
de éste.

Las leyes bésicas de la fisica como la ley de la inercia, la conservacion de masa y energia se pueden
escribir mediante las derivadas de estas funciones q, de modo tal que se puede aplicar cdlculo variacional
a los modelos lagrangianos, resultando en las ecuaciones de Fuler-Lagrange.

2.5.3. Funcionales de Energia

Dado un sistema de particulas q1,qas, - - . , q, con k-grados de libertad s1, so, . . ., Sk se puede cuantificar
la energia en una posicién arbitraria del sistema mediante la velocidad y posicién del sistema de modo
generalizado. Por ejemplo, la ecuacion para calcular la energia cinética de una particula:

1
K= 5m|\>'<||2 (2.18)
En términos lagrangianos:
.
K = Smllal? (2.19)
Asi bien, en un sistema de n-particulas se puede construir una funcién

F(SLSQ,---,5k7q17--~7qn7q1,-~-7Qn) (220)

esa funcién cuantifica la energia del sistema en una configuracién particular de éste. A saber, entrega la
energia instantdnea[l]. De este modo, para la energia total E(qi,qs,...,q,) del sistema en todas sus
configuraciones posibles se tiene en virtud de

E(Q17Q2,~--7Qn):///---/F(51,527---,Sk,qh-~-,Qn,fl1,-~-,61n)d50d51-~-d5k (221)

Esta integral debe ser tomada sobre un dominio para los grados de libertad acorde con el sistema es-
tudiado. Por ejemplo, en el caso de las curvas paramétricas, su energia interna se debe a factores como
la curvatura y la flexién. En este sentido, si ¢ : [a,b] — R™ es una curva paramétrica, su energfa E(c)
estd dada por:

b
E(c) =/ alle’ @)l + Blic” (t)]*dt (2.22)
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Esta nocion es aprovechada en modelos de curvas flexibles y eldsticas satisfaciendo propiedades especiales
y es explorada por una variedad de autores: Terzopoulos et al.[4],Baraff et al.[25] y Hadap[20] entre otros.

Nétese que la funcién E de energia toma una funcién (la configuracién del sistema) y la transforma
en un ndmero (su energfa), a saber, una funcién de funciones 6 un funcional.

2.5.4. Ecuaciones de Euler-Lagrange y el principio de minima accion

Dentro del planteamiento Lagrangiano de la fisica, a cada sistema fisico se le asigna un funcional
de energia. Los sistemas tienden a minimizar su energia y adoptan una configuracién que hace esto.
Matematicamente hablando, en la mecanica lagrangiana todos los sistemas adoptan configuraciones que
son minimos de su funcional de energia, de manera que para predecir un sistema es necesario minimizar
el funcional F.

Este proceso es andlogo a la conocida técnica de cdlculo para hallar puntos criticos de funciones de fun-
ciones univariadas: derivar, igualar a cero y despejar. En el caso particular de los sistemas Lagrangianos,
el derivar el funcional de energia del sistema resulta en un sistema de ecuaciones diferenciales conocidas
como las ecuaciones de Euler-Lagrange que el sistema debe satisfacer en un éptimo de la energia. De este
modo, solucionando estas ecuaciones se obtiene la configuracién més éptima del sistemal24].

Si un sistema de n particulas posee un funcional de energia de la forma

E(q17q2,...,qn):///.../F(31732,...,sk,ql,...,qn,ql,...,qn)dsodsl...dsk (2.23)

Sus ecuaciones de Fuler-Lagrange en cuya solucion esta el 6ptimo de la energia se encuentran mediante
la solucién de las ecuaciones diferenciales determinadas por

d (OF or
= — = 2.24
dt (8(’1i> 04, 0 (2.24)

Estas ecuaciones son deducidas a partir del cdlculo de la primera variacion del funcional de energia: una
suerte de primera derivada de éste[24].



Capitulo 3

Modelo de simulacion de cabello en
tiempo real

En este capitulo se mostrard un modelo dindmico de animaciéon de cabello disenado para usar en
ambientes virtuales que se ejecutan en tiempo real. Con base en recientes investigaciones y resultados
de la simulaciéon de barras elasticas, se introdce una técnica la cual utiliza propiedades especificas de
los filamentos de cabello para lograr una simulacién estable y de gran rendimiento. Las animaciones
realistas y la renderizacién del cabello son parte crucial para modelar humanos virtuales [18]. Sin en el
comportamiento natural del cabello, el realismo de las escenas presentadas no seria el indicado ni el mas
preciso, la cabeza de los humanos es un punto trascendental para los observadores [I8]. Desafortunada-
mente, la animacién del cabello no es una tarea facil, debido a que esta forma geométrica exhibe muchas
caracteristicas fisicas especificas que se deben tener en cuenta a la hora de simular. Los cabellos tienen
un caracter natural anisotrépico B Practicamente el cabello no se puede ni estirar ni romper. Al mismo
tiempo este se dobla y se tuerce facilmente, pero vuelve a su estado original cuando la tensién externa
es removida, adicionalmente la longitud de un cabello en orden de magnitudes es mucho més grande
que su diametro. Estas propiedades, combinadas con el hecho que una persona comiin posee alrededor de
100.000 cabellos hacen que la precisién y la velocidad de la simulacién sea una tarea bastante compleja [T3].

El modelo que presenta Kmoch et al. [I3] se concentra en la animacién del cabello en escenarios en
tiempo real, abandonando el realismo estricto al cambio de velocidad [3], pero manteniendo plausibili-
dad y una base fisica. Para lograr este efecto, con base en el modelo introducido en [I§], originalmente
diseniado para objetos grandes y flexibles como las cuerdas. Esto, combinado con un paso en el tiempo,
permite el uso de un rapido esquema de integracién explicito el cudl es calculable en tiempo real.

Los métodos para simular el cabello generalmente se dividen en dos categorias: basados en los cabel-
los o basados en el volumen del mismo. la idea de representar el cabello cono un volumen fue introducido
en [16]. El cabello es tratado como un volumen del pelo en cuestion y simulado usando mecénica continua
implementada en particulas suaves. Las hebras individuales de cabello son modeladas como una cadena
de nodos rigidos, unidos mediante particulas continuas.

Los métodos basados en el volumen abandonan la nocién de los cabellos individuales atin més. En [I4],
el volumen es modelado como una malla con nodos acutando como particulas simuladas. Las hebras son
unidas a la malla por resortes esldsticos. El enfoque més radical fue adoptado en [21], donde el cabello es
simulado como particulas suavizadas conectadas por resortes, sin nociones de hebras de cabello donde la
apariencia de éste es obtenida usando texture splattingﬂ

ICuando un cabello es de caracter anisotrépico se dice que posee propiedades distintas a lo largo de su longitud, por
ejemplo, un cabello en su raiz tiene mas resistencia a la flexién que en su punta
2texture splatting es denominado en computacién gréfica al método de combinar varias texturas

17
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Los métodos volumétricos generalmente son mas réapidos, pero ellos tienden a producir deformaciones
y no capturan la complejidad y comportamiento del cabello [2I]. El enfoque es modelar el cabello ex-
plicitamente EL asi como analizar los cabellos individualmente o como mechones, un enfoque para el
modelamiento de cabellos dindmicos son los sistemas de resortes (ver figura .

Las las barras de Kirchhoff han sido recientemente estudiadas en dreas que no estan relacionadas con el
cabello [3][I0]. El método de[I0] representa la torsién usando dngulos, mientras que en [3], la rotacién
escalar desde un marco de referencia es usada y la torsion. Para materiales de baja rigidez, estos métodos
son 1tiles para lograr una buena simulacién.

Un modelo dindmico diferente es la teoria de las barras elasticas de Kirchhoff E| presentado por Kmoch
et al[13], al principio introducidas dentro de [2]. Una aplicacién de esta teoria de simulacién de cabello
fue presentada en [8], usando las ecuaciones de Kirchhoff discretizadas como siper-hélices, una estructura
helicoidal. Las hélices como simulacién del cabello reducen considerablemente el niimero de variables,
pero resulta un sistema no lineal y muy costoso de computar. Asi mismo modelar las interacciones del
cabello es un trabajo bastante complejo.

Diferentes modelos de cabellos son usados para computar el comportamiento complejo del cabello asi como
la torsi6n[19] o efectos de productos de belleza[I1]. El paradigma empleado es el de cadenas rigidas|7] [12][20].
A lo largo de este capitulo se expone el modelo de barras de Kirchhoff tal como se presenta en [13] uti-
lizando los conceptos expuestos en el capitulo 1 (Preliminares).

Figura 3.1: Barras elasticas de Kirchoff utilizadas en la simulacién de cabello ondulado en estado natural.
Parte (a) barras como se mostrarfan en la simulacién combinando hebras fisicas y hebras interpoladas,
(b) barras fisicas en blanco, barras interpoladas en negro. Figura tomada del paper de Kmoch et al.[I3]

3.1. Algoritmo para sumulacién de pelo

Segtin el modelo planteado por Kmoch et al. [13] se realiza la simulacién y cémputo de las popiedades
de cada uno de los cabellos. A saber, el volumen entero del cabello es visto como una colecciéon de hebras
individuales, sujetas a una simulacién fisica. Asi bien, un gran nimero de cabellos se simulan mediante

3 Modelar el cabello explicitamente se refiere al método de evaluar cada uno de los cabellos (o un conjunto pequeno de
ellos, como los mechones) y computar sus propiedades individualmente, es decir, durante la ejecucién no se infiere ningin
procedimiento.

4En la seccién 3.2 se tratard el tema con mayor profundidad
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la interpolacién, de esta manera el estado de cada una de las hebras de cabello es interpolada desde la
raiz (ver figura a)). Cabe citar que el modelo para optimizar el rendimiento y evitar el cémputo de
muchas variables usa una teoria de hebras fisicas y réplicas; es decir, el modelo no computa todos los
cabellos toma algunos y replica su estado en las hebra mds cercanas (es decir simular mechones de ca-
bellos diminutos, ver figura b) .Este mantiene el niimero de de hebras simuladas a un nivel manejable,
mientras que ain permite un comportamiento no uniforme en el volumen del cabello.

El modelo propuesto por Kmoch et al [I3] se expone en el Algoritmo 1. Nétese la divisién de todas
las posibles fuentes de la ecuacién relacionadas con la rigidez que son calculadas en pasos de posteriores
a los célculos de las restricciones.

Algoritmo 1. Esquema general simulador de cabello.

calcular valores iniciales
while(simulacién corriendo){

computar fuerzas

integrar ecuaciones de movimiento

detectar colisiones entre cabellos

while(restricciones sobre las colisiones no estan resueltas){

mejorar el paso de calculo de las restricciones

}

actualizar marco de Bishop

computar torsién de la curva

3

© 00 N O WN -

=
= O

El algoritmo presentado por Kmoch et al [I3] basicamente se divide en 9 procedimientos. Primero se
calcula el estado inicial de las curvas, entre ellos la posicién incial, su velocidad, su aceleracién, su marco
de Bishop, su marco material, etc ﬂ Posteriormente se incializara la simulaciéon. Durante la simulacién
se calculardn y actualizardn las fuerzas que intervienen en el sistema en ese instante del tiempo. A
continuacién se integraran las ecuaciones de movimiento que describen el movimiento que tendra la curva
al aplicar las fuerzas calculadas en el paso anterior. Después se realizard un proceso de iteracién el cual
se encarga de definir y aplicar las restricciones necesarias y de calcular el efecto de las colisiones entre los
cabellos. Por 1ltimo se realizara la correspondiente acutalizaciéon del marco de bishop de cada una de las
curvas asi como computa r la torsién existente en ellas.

3.2. Barras de Kirchhoff

En escencia una barra elastica de Kirchhoff es una forma geométrica que posee ciertas propiedades
fisicas que la hacen flexible e irrompible, por ejemplo una cuerda. Habiendo descrito el algoritmo de Kmoch
et al. se muestra en esta seccién una construccion de las barras de Kirchhoff bésicas para el modelo de
simulacién de cabello. Veremos los marcos de referencia presentes en las barras de Kirchhoff (Frenetﬂ
Material y Bishop). Por dltimo y no menos importante hablaremos de la energia eldstica presente en las
barras de Kirchhoff. En secciones posteriores realizaremos una discretizacién del modelo asi como una
ampliacién matemdtica del modelo planteado por Kmoch [13] et al.

3.2.1. Curvas paramétricas extendidas

Dentro del modelo de simulacién de cabello utilizado por Kmoch[I8] y Baraff et al.[25], un cabello es
tratado como un cilindro deformando su eje central y sobre el cual se define un marco de referencia mdvil

5Entiéndase por hebra a un cabello individual
6Estos conceptos son vistos en profundidad en las secciones posteriores
"Refiérase al capitulo anterior
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(revisese la definicién [3.2.1]). N6tese que una barra eldstica de Kirchhoff se mueve tanto en el espacio como
en el tiempo. Consecuentemente definase una curva paramétrica maovil:

Definicién 3.2.1 (Curva paramétrica mévil (extendida)) Una funcién x : [a,b]x RT — R3 se dice
que es una curva paramétrica mévil ¢ extendida si para t > 0 la funcion

x1(s,t)
x(s,t) = (3.1)
Zn(s,t)

es una curva paramétrica en el sentido de la definicion |2.1.1]

Entiéndase una curva paramétrica extendida como una curva paramétrica en la variable s que iden-
tifica la posicion en el espacio de la curva, mientras que el pardmetro ¢ denota el instante de tiempo en
el que la curva esté.

Si se asume que las componentes de la curva son diferenciables tanto en la variable s como en t se
puede hablar de su wariacidn tanto espacial como temporal. En este sentido, se denota por X(s) a la
derivada de una curva paramétrica extendida x con respecto al tiempo:

(s1) = (1 (3:2)

de modo similar, la derivada posicional de la curva paramétrica x(s,t) se denota como x’(s,t). A saber:

ox

!

x'(s,t) = — (3:3)
ds

A lo largo de este capitulo se tratard en general con curvas paramétricas extendidas. Consecuentemente,

se obviard el término extra t en la parametrizacion de la curva. La notacién de x se puede extender para

cubrir derivadas con respecto al tiempo de nivel superior: X para la segunda derivada 6 aceleracién, etc.

Una barra de Kirchhoff se puede pensar como un cilindro deformable que se mueve en el tiempo y
el espacio, en el cual una curva paramétrica extendida segtn la definicién [3.1] actiia como un eje principal
6 eje central[25]. Los demas ejes de movimiento se pueden expresar a través de un sistema de referencia
movil anadido a la curva que permiten generar la estructura cilindrica de ésta, y la describen univoca-
mente. Dado que la curva paramétrica extendida se mueve en el tiempo y en el espacio es preciso definir
un marco de referencia dependiente del tiempo que permita generar la barra en cualquier posicién y en
cualquier instante de tiempo.

Definicién 3.2.2 (Sistema de referencia dependiente del tiempo) Sea x : [a,b] x Rt — R? una
curva paramétrica extendida conforme a la definicion [3.2.1] Un sistema de referencia dependiente del
tiempo asociado a la curva x es una tripleta de vectores:

{mj(s,t), my(s,t), ms(s,t)} (3.4)
que asigna un sistema de referencia de R a cada punto sobre la curva en cada instante de tiempo t.

En el modelo de Kmoch, Baraff et al.[T13] 25] los cabellos se modelan mediante barras Kirchhoff 6 barras
elasticas. En una barra eldstica, la longitud es significativamente méas grande que en sus otras dos di-
mensiones (ancho y profundidad 6 la seccidn transversal). La configuracién de una barra es enteramente
descrita por la posicién de su centro 6 eje central (una curva paramétrica extendida), mientras que su
forma transversal, su curvatura y su torsién a través de marcos materiales.
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Definicién 3.2.3 (Barra de Kirchhoff) Una barra de Kirchoff T'(s,t) es una tupla:
(s, t) = {x(s,t),t(s,t), my(s,t), ma(s,t)} (3.5)

donde x(s,t) es una curva paramétrica extendida describiendo el eje central de la curva y t(s,t), m1 2(s,t)
es un sistema de referencia mévil asociado a x. El vector t(s,t) es paralelo al vector tangente de la curva
x'(s,1).

Gracias a la definicién anterior podemos discretizar un cabello humano como una barra de Kirchhoff,
permitiéndonos calcular los marcos de referencia que determinan el comportamiento y forma de la barra,
ajustando sus propiedades para cumplir con el modelo.

3.2.2. Marcos de referencia usuales

Se pueden definir varios marcos en una barra de Kirchhoff: Frenet (refiérase al capitulo 1), Bishop y
material. Estos marcos de referencia determinan el comportamiento

Al saber que la torsién es un escalar, ésta se podria expresar usando una variable; por ejemplo expresar el
marco material como una rotacién del marco de libre de torsién (Ver figura para una representacién
del marco de bishop):

Definicién 3.2.4 (Vector de Darboux) Sea x(s,t) una curva paramétrica extendida y denote por
{T(s),N(s),B(s)} su aparato de Frenet. El Vector de Darboux del marco {T(s),N(s),B(s)} es el vector
Q(s,t) tal que:

T = QxT
N = QxN (3.6)
B = QxB

El vector de Darboux es una combinacién lineal del vector de torsién B y el de curvatura N. A saber,

Teorema 3.2.5 Para una curva paramétrica x con vector tangente T, vector normal N y vector binormal
B su vector de Darbouz €2 satisface la igualdad:

Q=7N+«xB (3.7)
donde K y T representan la curvatura y la torsion.

Entre los posibles marcos de referencia méviles sujetos a una curva X, tenemos un interés particular en
un marco que sea libre de torsion|25]. Un marco libre de torsién es rigido y se mueve de manera natural
con la curva y permite la definicién de la curvatura, la energia y la elasticidad de manera mas simple. En
un marco libre de torsiéon, 7 = 0, con lo cual el vector de Darboux satisface la ecuacion:

Q =«xB (3.8)

El marco de Bishop se construye a partir del transporte paralelo de un vector a lo largo de la curva: una
traslacién sin rotacién que sigue la direccién de la curva.

Definicién 3.2.6 (Transporte paralelo de un vector) Sea x : [a,b] — R™ una curva paramétrica y
v € R™ un vector tangente a la curva x. El transporte paralelo del vector v desde la posicién x(so) hasta
la posicion x(s1) estd definido por una funcion S : [sg, $1] — R™ de tal manera que

S(u)llv (3.9)

para todo u € [sg, $1].
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En general, el transporte paralelo se puede efectuar mediante una matriz de rotacién que rota el vector
apropiadamente para mantener el paralelismo a lo largo de la trayectoria de éste. La rotacion debe
efectuarse definiendo un eje fijo. A saber, la evolucién del marco de Bishop a lo largo de la linea central
puede ser expresada usando el vector de Darboux Q(s) [25].

Definicién 3.2.7 (Marco de Bishop) six(s,t) es una curva paramétrica extendida con dominio [a,b] C

R, Sea un marco adaptado:
{t(s),u(s),v(s)} (3.10)

que es libre de torsion se denomina el Marco de Bishop de la curva x. Este marco se obtiene definiendo
t(s,t), fijando u(sg) y transportando paralelamente u(sg) por medio de una matriz de rotacion S(s)
identificando una rotacién alrededor del vector de Darbouz de la curva (s, t). El vector v(s,t) se deduce
haciendo

v(s,t) =t(s,t) x u(s,t) (3.11)

Figura 3.2: Curva paramétrica (azul) con su representacién del marco de Bishop (violeta)

3.2.3. Relaciones entre los marcos

Representacién del marco material dado que tanto el marco material (vea figura[3.3]) como el marco
de Bishop son definidos en los bordes:
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Figura 3.3: Marco material (vectores verdes y azules perpendiculares a la curva)
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Figura 3.4: Diagrama de vectores influyentes en la curva. Imagen tomada de [3]
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Teorema 3.2.8 (Marco Material) Dada 0 como el dngulo necesario para rotar el marco de Bishop
dentro del marco material vea figura[34 Por lo tanto los vectores del marco material son:

m’ = cosf(s,t)" - u’ +sin (s, t)" - v*
(3.12)
m}, = sin (s, t)" - u’ + cos (s, t)" - v*

El marco material y el marco de Bishop se relacionan a través de un angulo que midel el angulo entre
ellos y que ayuda a determinar la torsiéon que hay en ese punto de la curva es decir la torsién se puede
definir porj2.3.6

3.2.4. Propiedades fisicas

Las barras de Kirchhoff poseen adicionalmente a la torsién propiedades fisicas que el modelo consid-
era, calcula y evalia, durante la simulacién. Ademés de estructura, estas propiedades definen el compor-
tamiento que tendra la barra en cierto instante de tiempo y se adaptan de acuerdo al escenario que estén
expuestas:

Inextensibilidad Esta propiedad se refiere a la capacidad que tiene el cabello a no extenderse maés
de lo comin, es decir, las hebras mantienen su longitud original desde que inicia hasta que termina la
simulacién, manteniendo de esta manera los cédlculos de la fuerza estables sin necesidad de computar
cuerpos con nuevos valores de longitud.

Nodos El modelo presentado por Kmoch et al. define una barra de Kirchhoff como un conjunto de
puntos unidos. Un nodo es considerado como un punto que se debe evaluar entre la curva. Especifica-
mente se considera que entre mas puntos se definan en la curva mayor serd el realismo de la simulacién
pero asi mismo el rendimiento bajara considerablemente.

Segmentos Los segmentos son lineas que unen a dos nodos dentro de la curva; mientras existan n + 1
nodos se necesitan n segmentos para unirlos y construir la curva.

Isotropia La isotropia se refiere a la caracterista de los cuerpos fisicos que no dependen de la direc-
cién que se encuentren. A saber, los nodos y los segmentos de las barras de Kirchhoff son isotrépicos
porque sin importar su direccién poseen las mismas caracteristicas fisicas.

Anisotropia En contraste, la anisotropia es la caracteristica de los cuerpo fisicos que dependen de
la direccion que se evalien estando esta presente en las barras de Kirchhoff, igualmente como se dijo en
la pagina 15 es relevante tener en cuenta que este posee propiedades distintas a lo largo de la longitud
del cabello tratado.

3.2.5. Energia elastica

Entiéndase como la energia eldstica de una barra F(I") donde:
I =T(s,t) = {x(s,t),t(s,t),u(s,t),v(s,t)} (3.13)

es dada por la teoria de Kirchhoff de la barras elasticas, compuesta por dos componentes: torsién y flexién
(debido a nuestra hipdtesis de inextensibilidad, no hay componentes de estiramiento), la energfa depende
de la tension: la tasa de cambio del marco material, es representada por:

w1 :t/~m1, wQ:t’~m2, m =113 - M2 (314)

Si se denota el centro de la curvatura k = t’, se puede ver que wy 2 corresponde a la flexién de la curva a
través de los ejes de la seccién transversal my o mientras m mide la torsién del marco material.
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El modelo marca que la flexiéon de la barra esta descrita por w = (wl,wg)T. La energia debida a la
flexion depende de sus propiedades de flexion de la seccién transversal y su desviacién de la flexién
natural: ¢

Proposicién 3.2.9 (Energia debido a la flexién) Sea ' una barra de Kirchhoff de la forma Y
considere w = (w1,w2)” la tasa de cambio del marco material en el espacio (véase , la energia debido
a la flexion Epena(T'(s,t)) esta definida por la expresion:

1 [F R
Epena(T'(s,t)) = 5/0 (w(s,t) — &)(s,t))TB(w(s,t) —@)ds (3.15)

donde B es una matriz simétrica de 2 X 2 con valores positivos. La matriz B describe la energia debida
a la flexidn de la barra. & es la flexion de la cuerda en su estado natural. (Se usa la notacién a para
denotar los valores iniciales de la cuerda antes de que la simulacidn de inicio)

Asi mismo la energia causada por la torsién es definida por:

Proposicién 3.2.10 (Energia causada por la torsién) Sea I' una barra de Kirchhoff Yy sean
w = (wi,w2)T la tasa de cambio del marco material en el tiempo se representa la energia debido a
la torsion como la expresion:

L
Eiist(T(s,t)) = %/0 B(s,t)(m(s,t) — (s, t))*ds (3.16)

donde (B es la rigidez de la torsion; a diferencia del modelo original, nosotros consideramos el estado
inicial de la torsion de la barra, m, para permitir la naturalidad de la torsion de las barras.

Esto admite modelar el cabello estilizado, el cual usualmente envuelve los valores iniciales de la torsién
(rulos). Ver figura para un ejemplo de la estimacion del estado inicial. La féormula anterior relaciona
la energia de torsién de los vectores del marco material. Siguiendo las ideas presentadas en [3], fuerén
utilizados algunos conceptos de geometria diferencial expresados usando pocas variables.

3.3. Discretizacion del modelo

Gracias a la teorfa de barras de Kirchhoft (presentada en la seccién anterior) tenemos los conceptos
necesarios para realizar una discretizacién del modelo que se plantea a la hora simular el cabello humano
como una barra de Kirchhoff (representada por una curva paramétrica diferencial). A lo largo esta esta
secciéon se presentara el planteamiento matemdtico discretizado, se veran las caracteristicas del pelo que
se simularan, se realizara una representacion discreta del modelo y se mostrara la forma de calcular la
energia elastica discreta.

3.3.1. Caracteristicas del pelo

Para obtener una representacién discreta de una barra elastica, seguimos las ideas presentadas en
[3]. Sin embargo, como el modelo estd destinado para el cabello, también consideramos varios aspectos
especificos del mismo, los cuales nos permiten simplificar el modelo.

Una de las consideraciones mas importantes es que las hebras del cabello generalmente tienen una seccién
transversal eliptica, por lo tanto, ellos tienden a inclinarse a través del eje de su seccién transversal [9].
Esta idea ha sido usada para reducir directamente el grado de libertad del modelo del cabello presentado
en [I8]. Sin embargo, nosotros podemos usar esta idea para guiar nuestra computacién de la torsién,
determinando la flexion de la linea central.
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3.3.2. Representacion discreta

Dada una barra I'(s,t) = x(s,t), mj(s,t), ma(s,t), nosotros discretizamos la linea central en n + 2

nodos: X, ...,X,41 conectados por n + 1 segmentos e’,...,e" donde cada segmento es definido por:
Definicién 3.3.1 (Segmento) Dado el conjunto de n + 2 puntos Xo,...,Xnt1 S€ define un segmento
como:

e =x'—x"1 (3.17)

Donde la tupla {x*,x*~1} son nodos continuos en la curva. Vea ﬁgum

A lo largo del documento se expresaran como subindices las cantidades asignadas a los nodos y como
superindices las cantidades asignadas a los segmentos.

El angulo entre el marco material y el marco de Bishop define discretamente la torsién que existe en
un punto de la curva. En la siguiente subseccion se definen otras propiedades fisicas que se tienen en
cuenta al momento de realizar el computo de las fuerzas influyentes en el sistema.

Teorema 3.3.2 (Representacion de la torsién) Definimos una funcién escalar 0(s) la cual mide el
dngulo (alrededor del tangente) entre el marco material y el marco de Bishop:

mj; = cos(f)u + sin(f)v
(3.18)
mg = sin(f)u + cos(f)v

Esto nos permite expresar la torsidn como m(s) = 0'(s). Ast, nosotros hemos expresado la energia eldstica
de la cuerda usando 4 dimensiones: una posicion central tres-dimensional x(s) y un dngulo escalar entre
el marco material y el marco de Bishop 6(s).

El modelo le asigna un marco material (vea definicién t7, mjl, mj2 a cada segmento j (ver figura
). Se debe tener en cuenta que la asinacién es unica, considerando que un nodo tangente a una curva
poligonal es generalmente ambiguo. Nosotros mantenemos el requerimiento de que el marco debe ser
adaptado al centro de la curva, significa que:

th = ——
le7]|

(3.19)
Cantidades integradas como se muestra en [3], una distincién puede ser hecha entre cantidades
definidas punto a punto y estas representan un valor integrado sobre el dominio. Cuando una canti-
dad integrada es asociada con un nodo, este dominio es mas cercano a las mitades de los segmentos
asignados a los nodos. Por cada nodo x;, el dominio tiene la longitud /;/2, donde I; = [é*] + |¢¢|.

3.3.3. Enmergia elastica discreta

A lo largo de esta seccion se discretizard la energia elastica usando las definiciones estudiadas anteri-
ormente, energia debido a la torsién y la energia causada por la flexién Recuérdese la definicién
del vector de Darboux [3.2.4] para una curva paramétrica extendida La version discreta del vector
de Darboux (s, t), a saber, ; estd dado por:

Definicién 3.3.3 (Discretizacién vector de Darboux) Sea Q(s,t), a saber ; discretamente se puede

representar por la ecuacion:
-1 x i
Q,=2— . : . 3.20
e el e e o

Reresentado una combinacion lineal del vector de torsion y el vector de curvatura.
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Figura 3.5: Cabello discretizado en 30 segmentos de lcm. Imagen tomada de [13].

Gracias a la anterior definicion podemos discretizar también la tasa de cambio del marco material
teniendo en cuenta la ecuacién [3.14t

Definicién 3.3.4 (Razdén de cambio del marco material en el espacio en razén del tiempo) Sea
Q; una combinacidn lineal del vector de torsion y el vector de curvatura, discretizando la ecuacion [3.17)
definimos que:

w! = ((Q)i-mj, —(Q); -m))" para j € {i —1,i} (3.21)
La cual describe la razén de cambio que tendrd el marco material en razon del tiempo.

Para i =1,...,n (por segmentos). A partir de éste se puede discretizar la energfa debida a la flexién

(véase proposicion [3.2.10) por medio de:

1 & . o .
S 2 (Wl - ol Bl - a]) (3.22)
1 j=i—1

Ebend(F) = Z
i=1

En un modelo de simulacién de pelo basado en barras de Kirchhoff cada una de estas se flexiona sobre
su eje de la seccién transversal (sobre el plano m; 2)[25]. En este sentido, la energia debida a la flexura
depende de los vectores m; y mo. En general, la energia debida a la flexién de una barra elastica se mide
mediante la curvatura de su eje principal. A saber,

Epena(T') = / k(s)2ds = / I[N (s)][2ds (3.23)

En efecto, revisese [25] [4] [3] entre otros. Sin embargo, en aras de permitir comportamiento anisotrépico,
la norma del vector de curvatura debe ser reemplazada por una forma bilineal tal y como se muestra en la
proposicién [3.2.10] Esta matriz B se conoce como la matriz de Rigidez de la barra elastica. Discretamente,
no hay razon por la cual la barra sea isotrépica 6 anisotropica en su totalidad. Teniendo esto en cuenta,
se define para cada segmento una matriz B; que permite cuantificar individualmente la energia debida a
la flexién en un segmento dado.



28 CAPITULO 3. MODELO DE SIMULACION DE CABELLO EN TIEMPO REAL

Proposicién 3.3.5 (Matriz de Rigidez) SiT' es una barra de Kirchhoff eldstica discreta de n segmen-
tos, defina o, 7 =1,...,n la resistencia de la barra a la flexion en el segmento j. Si u es una constante
arbitraria se define la matriz de rigidez de I' en el segmento j como la matriz,

‘ pad 0
B = ' (3.24)
0 o

esta matriz determina una forma bilineal con la cual se calcula la energia de flexion de la barra T en el
segmento j de manera discreta, en conformidad con la proposicion|3.2.10

El marco de Bishop se puede discretizar utilizando transporte paralelo. discretizando directamente la

definiciéon B.2.7

Proposicién 3.3.6 (Marco de bishop discretizado) Sea u’ definido como el nodo raiz de la barra
de Kirchhoff y el transporte paralelo a lo largo de la curva, A saber obtentemos u’ = P;(u‘~!). Es decir
el marco de bishop es representado por:

vi=tl xu (3.25)

Segun la definicién de energia elastica dada , es preciso discretizar el vector w . Una dis-
cretizacién por diferencias finitas es ficil de obtener y se omite en este punto (véase [25] y [3] para més
informacién). De manera similar, es posible definir la energia debida a la torsidn utilizando el marco de
Bishop definido, discretizando la ecuacio'n En este caso, definimos 67 como el 4ngulo por el cual hay
que rotar el marco de Bishop del segmento j para obtener el marco material. A saber:

m; = cos6’u’ +sin6v’

my, = —sinf/ul + cos@ivI (3.26)
En analogia directa del caso continuo, se define la energia debida a la torsién como:
- (mi —1;)? i i—1
Erwist(T) =) fi———= dondem; = §' — 6 (3.27)

i=1 i

De esta manera se discretiza las ecuaciones influyentes en el modelo presentado por Kmoch et al. [13]

3.4. Actualizacion del marco material

Anteriormente discretizamos el modelo que se usard para simular el comportamiento del cabello
humano. A lo largo de esta seccién presentaremos la forma de iterar el sistema para que se adapte a
los cambios que tendra con el paso del tiempo. Es decir, mostraremos como realizar la actualizacién del
marco material en cada iteracién del algoritmo.

3.4.1. Torsién optimizada del Cabello

Anteriormente discutimos que los cabellos no se flexionan sobre el eje menor (es decir la raiz). El
camino tedrico para representar esta situacién podria ser una rigidez infinita sobre el eje menor. En la
préactica, esto podria ser representado como un valor muy alto de rigidez u. Desafortunadamente, esto
podria resultar en ecuaciones rigides de movimiento y la minimizacién de Newton podria también ser
numéricamente inestable.

Nosotros tomamos un enfoque diferente, manteniendo p muy pequeno para obtener una pequenia pe-
nalizacién. Entonces en luhar de una minimizaciéon de Newton, empleamos un método diferente de com-
putacién de la torsion sujeta al hecho de que la flexién sobre el eje menos es despreciable.
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Para eliminar la flexién sobre el eje menor completamente, el cabello tendria que torcer a medida de
que el ultimo eje sea paralelo al binormal de la curvatura en cada nodo. En nuestro modelo, la flexién
ocurre en los nodos, mientras que los marcos materiales son asignados a los segmentos. Esto significa
que no es posible prevenir completamente la flexién sobre los primeros ejes de la curva, como los no-
dos x;,x;11 probablemente requerird una direccién diferente para el eje final m7. Entonces en lugar de
realizar este procedimiento, nosotros computamos la torsién la cudl minimiza minimiza la flexiéon. En
efecto, nuestra computcién es dividida en dos pasos:

1. Encontrar (desorientadas) direcciones de los ejes mayores de cada segmento j asi este minimiza el la
flexién sobre el eje menor en los nodos x; y x;j41. Esto fija el valor de #’ hasta un multiplo entero
de .

2. Encontrar el eje de orientacién dentro de la direccién obtenida en el paso anterior, entonces esto
minimiza la energia eldstica. Este determina 67 completamente encontrando el multiplo de 7 a usar.

El primer paso es ilustrado en la figura[3.6]. Este procesa los segmentos independientemente y entonces
puede ser calculado en paralelo. Para cada segmento j el cudl no estd sujeto, nosotros encontramos los
dngulos 7; ;1 entre los ejes del marco de Bishop u’ y los respectivos nodos binormales, (kb) j.j+1- Notese
que como los binormales de la curvatura son perpendiculares a los segmentos, todos los vectores envueltos
son complanares. 7 es obtenida desde 7; ;+1 de la siguiente manera:

1. Si ninguno de los dos (kbj ;1) es 0, 67 = 2 (n; 4+ nj41).
2. Si solo (kbyg) no es cero, §7 = .
3. Si ((kbj j+1) ambos son 0, 67 = 6

El segundo paso no determina cuél de los §7, (67 +7) y 67 — 7 minimiza la energia eldstica. Denotamos
la energia computada con este marco material E°, ET y E~, respectivamente. Desde la definicién de
E(T) los siguientes criterios son definidos:

Et<E &6/ <
E® < BV & —2B95] < 26n(6) — 07) + (3.28)
E° < B~ & —2B/%! < —2Bn(¢7 — 67) + fn?

i

donde @’ es el producto por componentes de w’ v &’. Usando estos criterios, el valor correcto de 67
3 1 7 )

a usar puede ser encontrado facil y rdpidamente.

3.5. Simulacién

Ahora nosotros ensamblamos las ecuaciones de movimiento. Recuerde que la torsién es tratada cuasi-
estaticamente y por lo tanto no es parte de la simulacién dindmica. Entonces, para la ecuaciones de
movimiento, #7 no son variables independientes, pero pueden ser expresadas usando X;.

3.5.1. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento manejan el comportamiento de la barra eldstica son parai = 0,...,n+1:

M1X7 _ F:elastic(x) 4 Fviexternal(x’ X) (329)

2

M; es la masa del nodo i. F£lastic es la fuerza interna eldstica que afecta al nodo 4. Ff¥terme! eg la fuerza
externa total que afecta al nodo 7. En el escenario de la simulacién, usamos gravedad y fricciéon combinado
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Figura 3.6: Computando la orientacién del marco material #7 del segmento j para minimizar la flexién
sobre los ejes menores de los nodos j, j + 1 Estableciendo ¢’ a la medida de los d4ngulos orientados 7; y
Mj+1. Imégen tomada de 77

con el ambiente estatico del aire: Ffrternal = Mg — vx;, donde g es la aceleracién gravitacional y v es

el coeficiente de friccién del aire. Las ecuaciones de movimiento estan integradas usando el método de
Euler [5].

3.5.2. Fuerzas elasticas

La fuerza elastica es esfuerza en minimizar la energia eldstica, entonces nosotrso podriamos simple-

dE(T
f% la derivdad total de la energia elastica se tiene en cuenta tnato en
X1

la dependencia explicita sobre la posiciéon central y una dependencia implicita en esta via el marco ma-
terial. Sin embargo, para obtener una férmula integrable, nosotros debemos substitiur dentro del total
derivativo:

mente escribir Felestic =

_dE() _ 9E(I) <~9E() 90 (3.30)
dXz' o 8xi - 893 8XZ‘ '
Jj=0
Ahora analizaremos los componentes individuales de esta expresién; usaremos la siguiente notacién:
0 .
A vo
vz aXi ’ v 60J

Holonomia: Para expresar las derivadas de la energia, usaremos el concepto de holonomia. En nuestro
caso, holonomia v es una diferencia (escalar) de la rotacién del marco material causada por una tem-
poral evolucién del centro de la barra. Diremos que 9; es el dngulo entre ;P(P;(t=1)) y P;(;P(t'~1)).
Para una descripcién completa de este concepto, refiérase a [3], de donde nosotros tomamos el gradiente
holonémico:

kb); C (kb),
Vi1t = 2(éi)1|, Vip1i = —(7

(3.31)
Vity; = —(Vic1ti + Viga;)

Nosotros podemos extender este concepto para atravesar mas de un segmento, como la holonomia es
aditiva. Nosotros definimos W7 = ~7_ 1, para ser la rotacién necesaria para alinear ; P(P; (... (P;(u%))...))
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hasta Py (... (Pj(:P(u")))...). El gradiente de este 4ngulo es simple V,; ¥/ = i:l V1. Tenga en cuen-
ta que V,;9r no pueden ser en al menos 3 valores de k.

U, describe que tanto rota el marco de Bishop cuando el centro se envuelve sobre el tiempo. Desde
que nosotrso definimos el marco material relativo al marco de Bishop, debemos substraer este angulo
para matener el marco material alientado correctamiente. En orden de ideas, esto nos da una rotacién

907 .
del marco material con respecto a las posiciones centrales: = -V, ¥J.
X

OE() _ 0Byena(T) + Epise(T)

0x; 0x;
pende en x explicitamente, entonces V; E(T") = V,; Epena(T). El gradiente toma la siguiente forma:

Derivadas Posicionales: Nosotros ahora analizamos . Eiwist(T) no de-

OET) 1 & e
=) - VA)TB( -4 3.32
%, 27, ;1( %) By, — 1) ( )
—1 bk j=
JE(T
Derivadas de torsién: Pasamos ahora a 89(]. ) A raiz de las expresiones de energia relevantes, obten-
emos:
8Ebend(r) 1 1
— g = VW VW
M = 25(@ — M) (3.33)
089 i i

dondeVIiW; = il_(wg )T JBI (w! — w?)

Fuerza eléstica total: Recordando que la torsién de segmentos no sujetados son computados para
minimizar la energia eldstica. Por lo tanto, V?E(I') = 0 para j ¢ C. Esto significa que el total de la
fuerza eldstica que actua sobre el nodo i es:

OB() | - 0B(D)
8xi 803

jeC

elastic __
Fy =

VAl (3.34)

3.6. Limites y colisiones

Nuestro esquema de integracién no posee ningin mecanismo para mantener la inextensibilidad, evi-
tando la complejidad de la ecuacién. En [3], un paso de postintegracién refuerza las restricciones para la
inextensibilidad y el acomplamiento de barra a los cuerpos rigidos. Nosotros tomamos esta idea ademas
para usar resctricciones para manejar eficientemente las colisiones entre los cabellos.

3.6.1. Tipos de restricciones

El modelo puede usar alguna de las siguientes restricciones. Cada restriccién es representada por un
valor el cual es 0 cuando la restriccién es satisfecha; estas son reunidas dentro de un vector de restricciones

C.

Inextensibilidad (ver seccidénes anteriores): Para cada segmento, definimos una restriccién de inexten-
sibilidad CIV =€’ - €7 — &7 - &7.

Acoplamiento a un cuerpo rigido: Cualquier nodo o segmento puede ser acoplado (unido) a un cuerpo
rigido. En el escenario del cabello, esto es solo usado para ajustar la raiz del segmento a la cabeza. Esto
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nos permite expresar las restriccién de acoplamiento de una forma simple: CRg = Xg—x%x9, CR; = x1—x1

Colisiones entre los cabellos Después del paso de integracion, todos los nodos son la prueba de
impenetracion con la cabeza. Los nodos son unidos dentro de un conjunto P y estan sujetos a la restric-
cién CH; = (x; — h) - (x; — h) — 72 para i € P, donde h es el centro de la cabeza y r es el radio de la
misma. En teoria, los nodos orginialmente no estan en P podrian no chocar con la cabeza gracias a las
ubicaciones durante la ejecucién de la restriccién. Por motivos de rendimiento olvidamos esta situacién;
los nodos que chocan seran detectados y tratados en el siguiente paso del tiempo. Gracias a la duracién
del paso del tiempo es solo 1ms, tales interpretaciones ligeras no se notan.

3.6.2. Ejecucién de las restricciones
Las restricciones son ejecutadas por una répida proyeccién miiltiple [23]. Este método toma una
configuracién sin restricciones e iterativamente computa una configuracién cercana la cual satisface las
. . P P S ~
restricciones. Definimos en términos de energfa cinética §yMyT7 donde M es una 3(n + 3) x 3(n + 3)

matriz de masa diagonal y y € R¥("+3) es un sistema de velocidad de:

diag(M) = (Mg, My,...,Mai1) y=(hx)" (3.35)
donde Mg es la masa de la cabeza con respecto al nodo 1.
Después la iteracién convergem actualizamos las velocidades de los nodos, como en [23]: %X; — %x; —

1
EAXi. Tenga en cuenta que por la masa insignificamnte del pelo comparada con la masa de la cabeza,

no consideramos el movimiento de la cabeza en respuesta a las reubicaciones de los nodos del cabello. La
proyecciéon del método reposiciona los nodos ligeramente. Especialmente es 1til para nuestro tratamiento
de las colisiones de cabello, como la salida no exhibe un comportamiento inestable, a menudo causado
por el uso de fuerzas de penalizacién..



Capitulo 4

Simulador de cabello

En los dos capitulos anteriores estudiamos tanto los conceptos preliminares como el planteamiento
hecho por Kmoch et al. [13]. En el capitulo 2 estudiamos la teorfa matemdtica que se debe manejar
para poder comprender la teoria de Barras de Kirchhoff y el planteamiento hecho por [I3]. Asi{ mismo,
en el capitulo 3 estudiamos el modelo planteado para simular el cabello como una barra eldstica de
Kirchhoff, discretizamos el modelo y realizamos una descripcion general de la estructura del algoritmo
a implementar. A lo largo de este capitulo mostraremos la implementacién que se realizé para intentar
construir un simulador que implemente toda la teoria que muestra el modelo planetado por Kmoch et al.
[13].

4.1. Herramientas utilizadas

Durante esta seccion describiremos las herramientas utilizadas para el desarrollo de la aplicacién,
el ambiente operacional, y la estructura de archivos utilizados en la implementacién. Asi mismo se re-
alizard explicacion de cada una de las herramienta utilizadas para el desarrollo de la aplicacién.

4.1.1. Java y Processing

Processing es un lenguaje de programacién y un ambiente de cédigo abiertdﬂ creado para com-
putacién grafica y poder desarrollar, animaciones, e interacciones. Este es usado por estudiantes, artistas,
disenadores e investigadores para el aprendizaje, simulacién y produccién. Este es creado para ensenar
técnicas fundamentales de programacién dentro de un contexto visual y sirve como herramienta funda-
mental de produccién. Processing usa el nicleo del lenguaje de programacién Java permitiéndonos de
esta manera usar todas las ventajas que posee este lenguaje de programacion orientado a objetos.

Adicionalmente, processing afiade métodos propios que facilitan la simulacién de varios objetos y per-
mite una programacién més sencilla de ambientes graficos permitiendo programar simuladores de manera
comoda y estable, entre ellos, usa dos métodos importantes para la incializacién y ejecucién del progra-
ma void setup() y void draw() que son definidos dentro del archivo principal usados por processing
para incializar la simulacién. El método void setup() es llamado tan pronto como inicia la simulacién,
siendo éste utilizado para definir el ambiente principal asi como el tamano que ocupara la ventana de
simulacién, el color de fondo, cargar imagenes, cargar fuentes, etc. Adicionalmente a esto es utilizado para
la inicializacién de las variables usadas durante la ejecucién del programa. El método void draw() es
llamado directamente después del método setup y continuamente ejecuta las lineas de cédigo que estan
contenidas dentro del método, éste nunca para su ejecucion a menos que el programa sea finalizado o el

1Cédigo abierto es el término con el que se conoce al software distribuido y desarrollado libremente. El cédigo abierto
tiene un punto de vista mds orientado a los beneficios practicos de compartir el cédigo que a las cuestiones morales y/o
filoséficas las cuales destacan en el llamado software libre.
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método noLoop() sea llamado. La funcién draw() es llamada autométicamente y no debe ser llamada
explicitamente.

En las secciones posteriores veremos con mayor profundidad el uso de estas herramientas para crear
la aplicacion. A medida que se avance se explicard con detalle el uso de java y processing para crear el
simulador que implementa el modelo planteado por Kmoch et al. [13].

4.2. La arquitectura de la aplicacién

A lo largo de esta seccién describiremos la arquitectura de la aplicacion, plantearemos el diagrama
de clases y discretizaremos cada uno de los componentes, métodos y atributos que posee cada una de las
clases. Asi mismo El diagrama de clases describe la estructura funcional de la aplicacién. En este caso se
presentan cuatro clases que son las que componen la aplicacién. A continuacién describiremos cada una
de las clases su estructura, sus atributos y sus métodos mds importantes. (Véase figura

4.2.1. Clase tesis simulacién de pelo

Esta clase es la principal (equivalente al main en java) dentro de programa, este es el archivo raiz
desde el cual processing comenzaré la ejecuciéon de cada una de las instrucciones escritas en él. En esta
clase se encuentran los dos métodos descritos en la seccién anterior setup y draw.

Atributos: Esta clase posee 15 atributos los cuales son mencionados a continuacion:

1. nDVector[] aceleraciones: Es un arreglo de objetos de clase nDVector (véase seccién de clase
nDVector) esta estructura de datos almacena las aceleraciones que poseen cada una de las curvas
paramétricas en la interacciéon del programa.

2. float factorEscala: El factor de escala es un escalar de tipo float que nos define la escala a la
cual voy a mostrar la curva, esta misma me ayuda a definir el centro de la curva porque me ayuda
a calcular las coordenadas donde se encuentra.

3. PFont fuente: La variable fuente es un tipo de archivo que me define la fuente que voy a utilizar
dentro del simulador en las inserciones de texto.

4. float fuerza: el atributo fuerza captura la magnitud de un evento asociado al mouse que captura
el movimiento mientras se oprime el click izquierdo del mismo.

5. CurvaParametricaDiferencial[][] miCurva: miCurva es una matriz que almacena todas y cada
una de las curvas que se van a definir, es decir, si se define que se modelaran 25 cabellos se define
miCurva como una matriz de 5 x 5. Esta variable es llamada constantemente en el programa debido
a que serd la que se debe iterar constantemente.

6. int numPuntos: Este entero sera el que define que tantos nodos estaran en cada una de las curvas
(recuérdese el capitulo anterior la definicién de nodo), entre mds nodos se definan mayor serd la
precision del programa pero menor serd su rendmiento.

7. float rotX, rotY como el programa es capaz de rotar el plano a la direccion escogida por el
usuario con el movimiento de su mouse rotX y rotY indican que tanto se debe rotar el plano en
cada una de las direcciones x y y.

8. nDVector[] velocidades: Es un arreglo de tipo nDVector que almacenla las velocidades que poseen
cada una de las curvas paramétricas en la interaccién del programa.

Meétodos: Los métodos que posee esta clase son mencionados a continuacién:
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. void dibujarPlano(): Dibuja el plano donde todos as curvas estan ancladas se considera la raiz

de todos los cabellos.

void draw(): Método iterativo propio de processing que nunca para de ejecutarse a menos que
exista un noLoop() o se pare el programa.

void setup(): Primer método que se llama en processing es usado para incializaciéon de variables
y del ambiente de programacién.

void mousePressed(): método que captura el evento de cuando un mouse es presionado. Es utl-
izado para capturar las coordenadas inciales del mouse cuando se oprime, para calcular la fuerza.

void mouseDragged(): método que captura el evento cuando el click del mouse se encuentra oprim-
ido, es utilizado para mover el plano cartesiado y apreciar de otro angulo la simulacién.

void mouseReleased(): método que captura el evento cuando el click del mouse se suelta, es
utilizado para capturar su coordenadas finales y calcular la fuerza que se hizo con el mouse para
mover la curva.

void plotAxis(): Funcién que dibuja un cubo en el simulador para realzar el ambiente de un plano
cartesiano 3D.

Esta clase es la encargada de la ejecucién total del simulador y es la que se encarga de llamar a los
objetos de las otras clases y realizar los cdlculos necesarios.

4.2.2. Clase nDVector

Un vector es una entidad fisica con magnitud y direcciéon que representa un elemento en un espacio
vectorial, durante los capitulos anteriores definimos como vectores varias cantidades fisicas. A continuacién
definiremos la clase vector nDVector que nos define una estructura dos o tres dimensional segin se necesite:

Atributos: Esta clase posee 2 atributos los cuales son:

1.

float components[] este arreglo de tipo float almacena los componentes x, y, z propios de un
vector.

. int dimension esta variable de tipo int define de qué dimensién sera el vector que se estara creando

si de dos o tres dimensiones.

M¢étodos: las operaciones bésicas entre vectores estan definidas en la clase vector lo que nos facilita
muchisimo el trabajo para operaciones posteriores entre vectores.

1.

nDVector addVector (nDVector v) Este método lo que hace es recibir un vector como pardmetro
y suma sus componentes con el vector que hace el llamado al método.

float angle(nDVector v) angle es la funcién que recibe un vector y retorna una variable de tipo
float que determina el angulo que se forma entre ese parametro y el vector que hace el llamado al
método.

float getComponent(int i) De acuerdo al entero que el método reciba, entre 0,1,2 el método
retorna el valor del componente x, ¥, z del vector.

float getComponent(char c) De acuerdo al caracter que el método reciba, entre x,y, z el método
retorna el valor del componente z,y, z del vector.

int getDimension() Retorna la dimensién a la que pertenece el vector.

nDVector () Constructor por defecto de la clase.
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7. nDVector(float x, float y) Constructor de la clase que inicializa un vector de dos dimensiones.

8. nDVector(float x, float y, float z) Constructor de la clase que inicializa un vector de tres
dimensiones.

9. void plotAnchoredVector(nDVector v, color colorVector) Dibuja el vector que hace el lla-
mado anclado al vector que se recibe como parametro del color que recibe por parametro.

10. void plotAsPoint(color colorVector) Dibuja el vector como un punto en el espacio.
11. void plotAsVector(color colorVector) Dibuja el vector como una linea en el espacio.

12. float dotProduct(nDVector v) este método retorna el producto punto entre el vector que hace
el llamado al método y el vectorque se recibe como parametro.

13. nDVector scalarProduct(float i) este método retorna el producto del vector que hace el llama-
do con el escalar que se pasa por parametro.

14. void setComponent (int i, float a ) este método establece el valor del componente que le
diga el indice i con el valor recibido en a.

15. void setComponent (char i, float a ) este método establece el valor del componente que le
diga el caracter i con el valor recibido en a.

Gracias a esta clase podemos definir la estructura de datos mas usada durante todo el programa, y
gracias a ella las operaciones entre vectores son bastante sencillas y rapidas.

4.2.3. Clase Curva Parametrica

Esta clase modela las curvas paramétricas diferenciales de una forma general es decir define unos
métodos como una clase abstracta pero implementa otros como una clase concreta:
Atributos Los atributos que posee la cuva paramétrica son:

1. nDVector centro: Esa variable representa el punto central de la curva paramétrica.

2. int numPuntos: Este entero establece el nimero de nodos que tendra la curva. Recuérdese que entre
més nodos se definan maés preciso serd el movimiento y la simulacion pero asi mismo el rendimiento
de la aplicacion baja considerablemente.

3. nDVector[] puntos: Este arreglo de tipo nDVector establece y almacena cada uno de los nodos
que tendra la curva. (véase seccion 3.2.3).

Los métodos definidos en esta clase implicitos, es decir, se encuentran las firmas de los métodos pero
no hay ninguna implementacién pero algunos son explicitos, a continuacién describiremos la funcién que
cumplen los métodos explicitos:

1. curvaParamétrica(int numPuntos): Constructor que inicializa la curva paramétrica de acuerdo
al niimero de puntos.

2. nDVector funcionParametrica(float t): Esta funcién discretiza la curva paramétrica con los
pardmetros que son definidos en xFunction(), yFunction(), zFunction() de acuerdo al parametro
float t(véase seccién siguiente).

3. nDVector ensamblarCurva(float a, float b): Construye la curva paramétrica con los paramet-
ros a y b [2.1.1] teniendo en cuenta la funcién paramétrica descrita en el ftem anterior.

4. void dibujarCurva(color colorCurva): Dibuja la curva paramétrica del color del pardmetro
colorCurva.

De esta clase podemos heredar los métodos necesarios para convertirla en una curva paramétrica
diferenciable y modelar las propiedades de las barras elasticas de Kirchhoff.
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4.2.4. Clase Curva paramétrica diferencial

Esta clase es una especificacién de la clase mencionada en la seccién anterior, en la cual se modelan
todas las propiedades de una barra de Kirchhoff.

Atributos La clase diferenciable posee un conjunto de atributos mucho més amplio que su clase padre,
Estos atributos son:

1.

10.

11.

12.
13.
14.
15.

16.

char esquema Esta variable es utilizada para determinar el esquema con el cual se derivard la curva
con respecto al tiempo.

nDVector[] [] bishopFrames Para representar el marco de bishop planteado en se usa una
matriz de tipo nDVector, la cual almacena cada uno de los marcos de Bishop para los nodos presentes
en la curva.

nDVector[] [] materialFrames Para representar el marco de material planteado en se usa
una matriz de tipo nDVector, la cual almacena cada uno de los marcos de materiales para los nodos
presentes en la curva.

. nDVector[] [] materialFrames Para representar el marco de frenet planteado en se usa una

matriz de tipo nDVector, la cual almacena cada uno de los marcos de materiales para los nodos
presentes en la curva.

nDVector[] curvatureBinormal Para representar la curvatura del binormal planteada en se
usa una arreglo de tipo nDVector, la cual almacena cada uno de las curvaturas del binormal para
los nodos presentes en la curva.

nDVector[] e Los segmentos presentes en cada una de las curvas son representados por un arreglo
de tipo nDVector de n posiciones por cada n + 1 nodos.

float[] angleBeteweenTangents este arreglo guarda el angulo que existen entre las curvas tan-
gentes de la curva paramétrica.

float[] angles este arreglo guarda los dngulos entre el marco de bishop y el marco de material

B.14

nDVector[] eHat este arreglo almacena los segmentos en el estado inicial de la barra es decir, hacen
referencia a los segmentos de tipo €°, ..., é". Segmentos iniciales de la curva.

nDVector[] anglesHat este arreglo guarda los dngulos entre el marco de bishop y el marco de
material iniciales.

nDVector[] 1Hat este arreglo guarda las longitudes iniciales de la curva antes de iniciar la simu-
lacion.

float[1[] w matriz que guarda la discretizacion del vector de Darboux.

float[] [] B1 esta matriz representa la matriz definida por [3.3.5

float al, a2, mu recuérdese la proposicién [3.3.5 donde se definen las variables ay, as, p.
float Ebend variable que almacena la energia debido a la flexion [3.2.10]

float Etwist variable que almacena la energia debido a la flexién [3.2.9

De esta manera definimos todos los atributos de las curvas paramétricas diferenciables, sin olvidar
aquellos heredeados desde la clase curva paramétrica. La légica de la implementacién del modelo planteado
en el capitulo anterior esta en los métodos a continuacién presentaremos los métodos propios de la curva
diferenciable.
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1. curvaParametricaDiferencial() constructor por defecto de la clase.

2. curvaParametricaDiferencial (int numPuntos) constructor que llama a la variable numPuntos
desde su clase padre.

3. primeraDerivada(int i, char esquema) calcula la primera derivada de la curva estimando el
esquema de derivacién (progresivo, regresivo, central).

4. segundaDerivada(int i, char esquemaDePrimeraDerivada) calcula la segunda derivada de la
curva estimando el esquema de derivaciéon que se usé en la primera derivada para evitar inconsis-
tencias (progresivo, regresivo, central).

5. torsion(int i, char esquema) retorna el producto cruz entre la primera derivada y la segunda
derivada de la curva evaluada en la posicién 4 con el esquema definido.

6. calcularWi(int i, char esquema) retorna el producto punto entre la primera derivada y la se-
gunda derivada y se guarda en un flotante.

7. setHats() método que establece el valor de las variables eHat y anglesHat.

8. setLHats () método que establece el valor de las variable 1Hat.

9. setE() método que establece el valor del vector de segmentos e.
10. getE(Q) retorna la variable e.
11. setCurvatureBinormal () método que establece el valor del arreglo curvatureBinormal.
12. getCurvatureBinormal () método que retorna el valor del arreglo curvatureBinormal.
13. setMaterialFrames () método que establece el valor de la matriz del marco material materialFrames.
14. getMaterialFrames () método que retorna el valor de la matriz del marco material materialFrames.
15. setFrenetFrames() método que establece el valor de la matriz del marco de frenet frenetFrames.
16. getFrenetFrames() método que retorna el valor de la matriz del marco de frenet frenetFrames.
17. setBishopFames () método que establece el valor de la matriz del marco de Bishop bishopFrames.
18. getBishopFames () método que retorna el valor de la matriz del marco de Bishop bishopFrames.
19. rotateBishopFames() método que rota el marco de bishop alrededor del marco material.
20. setAngles() método que estableceel arreglo de dngulos.

21. nDVector rotateAbout(nDVector axis, nDVector v, float angle) método que rota el marco
de Bishop alrededor de un vector definido por parametro.

22. nDVector rotateAbout(nDVector v1,nDVector v2,nDVector v3, nDVector v, float angle)
método que rota el marco de Bishop alrededor de sus vectores definidos.

23. setW() método que establece el valor de la variable W.

24. plotMaterialFrames() dibuja el marco material sobre la curva paramétrica.

25. plotFrenetFrames() dibuja el marco de frenet sobre la curva paramétrica.

26. plotCurvatureBinormals() dibuja el marco de frenet sobre la curva paramétrica.

27. setEbend () método que calcula la energia debido a la flexién.
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28.
29.

30.

31.
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setEtwist () método que calcula la energia debido a la torsion.

xFunction(float t) recibe un parametro ¢ y define la funcién para la componente = de la curva
paramétrica.

xFunction(float t) recibe un parametro ¢ y define la funcién para la componente y de la curva
paramétrica.

xFunction(float t) recibe un parametro t y define la funcién para la componente z de la curva
paramétrica.

De esta forma el modelo de barras de Kirchhoff esta implementado en su totalidad. Cabe citar que
por inconvenientes con las férmulas de la holonomia y de la fuerza eldstica no se logré terminar por
completola implementacién deceada, de igual forma se deja planteado toda la formulacién matematica
para una culminacién exitosa de esta.



Capitulo 5

Resultados y Conclusiones

5.1. Problemas y éxitos a la hora de implementar la solucién

Mientras nos encontrabamos implementando la solucién al problema que planteamos para elaborar el
proyecto de tesis nos encontramos con problemas variados, el primer obstaculo con el que nos encontramos
fue lograr entender el modelo que estamos siguiendo, pues el léxico que se maneja en los diferentes
documentos estudiados, analizados y que se tomarén como referencia son un poco complicados y confusos
en algunas ecuaciones, logrando que la curva de aprendizaje y entendimiento fuera un poco mas lenta, ya
que nos tocaba referirnos a muchas bibliografias en donde se encontraban las raices de las ecuaciones que
se estaban planteando en el momento y que no tenian una clara evolucién en el documento, a medida que
iba transcurriendo el tiempo logramos entender poco a poco cada unas de las ecuaciones que necesitamos
para implementar la virtualizacion del cabello humano, asi se logro poco a poco dar un resultado esperado
por nosotros al trabajo de tesis de grado y lograr implementar con éxito las ecuaciones para poder modelar
el cabello humano.

5.2. Lo que no se alcanzé hacer y propuestas para el futuro

Como dijimos anteriormente fue complicado en muchas ocasiones entender algunas de las ecuaciones
que se nos eran planteadas dificultdandonos un poco la implementacion; uno de los problemas que tuvimos
fue con el gradiente holonémico quien es el encargado de la rotacion del marco material logrando asi que
no se pudiera discretizar la ecuacién la cual no logramos entender de donde surgia y por mas que
buscamos en bibliografias no encontramos esta ecuacién y mucho menos como lograr entenderla para
poder implementarla.

Como propuesta para el futuro pl2roponemos un estudio mas riguroso de como poder implementar
diferentes tipos de cabellos, asi poder simular cabellos lisos, rizados, crespos, utilizando ecuaciones que
ya tenemos y modificando algunas variables, vectores, direcciones, para lograr el objetivo.
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