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TITULO: FUNCIONES REALES SIN PRIMITIVA ELEMENTAL.
TITLE: Real functions without elementary primitive.

RESUMEN: El proceso que se requiere para la integracién de funciones definidas
en un dominio puede tener una enorme complejidad. Los algoritmos para integrar
funciones indefinidas son muy conocidos y se pueden aprender en cualquier curso de
calculo integral. Sin embargo, estos métodos no son titiles en todos los casos; existen
algunas funciones continuas y derivables cuya antiderivada no se puede hallar en R o
C siguiendo un nimero finito de pasos y utilizando las operaciones usuales de suma
y producto.

Para resolver esta inquietud es necesario utilizar unos resultados obtenidos en areas
de la matemaética como la teorfa de cuerpos y el andlisis complejo. A partir de una
definicién de funcion elemental, se construye un conjunto de teoremas que separan a
las funciones cuya antiderivada es una combinaciéon o composicién de las funciones
habituales y a las funciones que no se pueden describir de esa forma.

ABSTRACT: The process required for the integration of definite functions in
a domain can be difficult. Algorithms for integrating indefinite functions are well
known and can be learned in any integral calculus course. However, these methods
are not useful in all cases. There are some continuous and derivable functions whose
antiderivative can’t be found in R or C following a finite number of steps and using
the conventional sum and product operations.

For to resolve this dude is necessary to using some results gotten in the math areas
as the field theory and complex analysis. Starting by a definition of elementary
function, we make a set of theorems that classified some functions whose primitive
is a combination or composition of the habitual functions and for functions that can
not be described in this way.
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INTRODUCCION

El presente documento tiene como finalidad introducir al lector al concepto de
funcién elemental, es decir, una funcién que se obtiene al aplicar sumas, o produc-
tos de funciones racionales o mediante la utilizaciéon de composiciones por funciones
exponenciales o logaritmicas. En particular el principal objetivo es estudiar cuando
una funciéon posee o no, primitiva elemental.

Para identificar las funciones que poseen primitiva elemental se puede recurrir a
la teoria de cuerpos. Este problema se abordé por primera vez por Pierre-Simon
Laplace en 1812 en su libro "Théorie analytique des probabilités”. Luego del falleci-
miento de Laplace en 1827, el matematico Joseph Liouville se encargo de continuar
y desarrollar el trabajo inicial que se tenia y entre los anos 1833 y 1841 fue autor
de un teorema muy importante. El teorema de Liouville es la base de los estudios
posteriores que se llevaron a cabo desde diferentes areas del conocimiento (véase [§]
pag 12).

La inquietud por identificar funciones sin primitiva elemental se extendié a nuevas
generaciones de matematicos como Pafnuti Chebyshev, que en 1853 logré generalizar
cierto tipo de funciones algebraicas que no tienen primitiva elemental. A comienzos
del siglo XX, el britdnico Godfrey Harold Hardy aplicé el teorema de Liouville en
un tipo especial de funciones logaritmicas y, gracias a esto, se tuvo la posibilidad de
justificar la falta de primitiva elemental un extenso grupo de funciones logaritmicas
(vedse [8] pag. 25).

En principio, se utilizardn funciones meromorfas en algin dominio complejo (abierto
y conexo) para posteriormente, incluirlas en un cuerpo dotado con una derivacién.
Sin embargo, debe explicarse de manera formal el significado de una funcién elemen-
tal. Particularmente, estas funciones estan definidas sobre un subcuerpo diferencial
y a su vez, estan contenidas dentro de una cadena de subcuerpos diferenciales que
cumplen ciertas condiciones. Se ilustraran algunos resultados a partir de esta defi-
nicién, uno de ellos es muy importante: todas las funciones meromorfas elementales
forman un cuerpo diferencial, es decir, tanto estas como sus derivadas en cualquier
orden estan incluidas dentro del cuerpo de funciones elementales, una pregunta que
resulta natural: ;estan incluidas sus primitivas?, la respuesta a esta observacion es

\%
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negativa.

A pesar de que la mayoria de las funciones meromorfas definidas en un dominio
poseen primitiva, dado que son continuas y derivables en un dominio, excepto en
un conjunto discreto, no todas son elementales, estan por fuera del cuerpo de ele-
mentales y, como propdésito de trabajo, se identificaran con fines pedagogicos, cabe
mencionar que no comprenden la totalidad, pero tiene una gran utilidad en diver-
sas areas. Por ejemplo, la integral senoidal se usa de manera frecuente en diversas
areas de la matematica aplicada y no se puede expresar en términos de funciones
elementales, pero se puede expresar en forma de serie

sen (¢ ZOO g2t 23 25 27
S' - - - P
i(z) /o :0 2n+1 )(2n + 1)! - 3-3!+5.51 7.7!+

Siendo esta, una funcién de aproximacion con respecto a la integral definida en un
intervalo real positivo. Otro ejemplo de este tipo de funciones sin primitiva elemental
es la funcién de densidad de la distribucién normal (con media 0 y desviacién tipica

1 .2
J— 67 ,
V2
aleatoria con dicha distribucién tome su valor en un intervalo [a, b] viene dada por la

1 o2
integral fab d(x)dr = Ner f; ez dz. Finalmente, el teorema de los nimeros primos
T

1) que viene dada por d(z) = luego la probabilidad de que una variable

afirma que la integral logaritmica definida como

. Todt
Li(x) ::/0 m

es asintéticamente igual a la funcién 7(x) definida como el nimero de nimeros
primos menores o iguales que z. Estas son algunas funciones estudiadas en la inves-
tigacion.

Gracias al teorema de Liouville y sus consecuencias inmediatas, se puede demostrar
que algunos tipos de funciones no son elementales, es de notar que existen mas fun-
ciones cuya primitiva es de tipo no elemental, aunque en cualquier curso de calculo
integral las funciones desarrolladas (racionales o trigonométricas incluyendo poten-
cias racionales) todas posean primitiva elemental.

Las consecuencias inmediatas del teorema de Liouville presentan condiciones por
las cuales ciertas funciones no poseen primitiva elemental, funciones que tienen una
forma predeterminada y envuelven una gama de funciones variada similares a las
funciones que si poseen primitiva elemental.

Todo esto, hace parte de un proceso de recopilacion, investigacion y aprendizaje cu-
ya base tedrica se desprende de una bibliografia especializada que fue desarrollada a
lo largo de los siglos XIX y XX. Sin embargo, en la presente tesis se van a presentar
algunas formas especiales de integrales sin primitiva elemental, que no estan inclui-
das en dichas publicaciones y, por consiguiente, se presentara con detalle aplicando
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todas las definiciones y teoremas que se desarrollaran a lo largo del presente trabajo.
El documento consta de tres capitulos:

= En el primer capitulo presentamos los preliminares, definiciones y teoremas
que son el punto de partida. Iniciando por el concepto de funciéon meromorfa y
sus caracteristicas para poder explicar la conformacién del cuerpo diferencial
que contiene a estas funciones, su estructura y la adhesion de elementos que
generan nuevas extensiones de cuerpos, para terminar con la definiciéon formal
de una funcién elemental con el propdsito de entender ciertos teoremas que
explican el comportamiento de nuevos subcuerpos.

= En el segundo capitulo se explica el teorema de Liouville, su prueba y sus
consecuencias posteriores, en especial, el teorema de Liouville-Hardy.

= En tercer capitulo trata acerca de las primitivas elementales de funciones reales
y aquellas funciones que no poseen primitiva elemental. A partir de los re-
sultados presentados en los anteriores capitulos, podemos probar que ciertas
funciones no poseen primitiva elemental. La parte mas especial del capitulo es
la identificacién de funciones que no fueron generalizadas de manera formal
en las investigaciones pasadas y que se incluirdan en una tabla que sintetiza los
resultados obtenidos.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

En el presente capitulo presentaremos algunos hechos importantes que seran
usados para desarrollar algunas proposiciones que relacionan las funciones reales
y cuando su primitiva es elemental, es decir, una funcién a valor real que posee
antiderivada y cuyo calculo de esta es posible realizarlo en un nimero finito de
pasos.

1.1. Cuerpo de las funciones meromorfas

Todas funciones consideradas en esta seccién se supondran de valor complejo. C
denotara el cuerpo de los nimeros complejos.

Definicién 1.1.1. Un dominio D de C, es un conjunto abierto, conexo y no vacio
de C.

Nota 1.1.2. Notese que un dominio de C es un conjunto no numerable, pues en
caso contrario, es posible encontrar algin abierto que contenga algtin elemento del
dominio y que no estd contenido en el dominio.

Definicién 1.1.3. Un polo de una funcion f es un complejo zy para el cual,

i L —
lm 75 = 0.

Definicién 1.1.4 (funcion meromorfa). Una funcién f se dice que es meromorfa
en a st f es analitica en a 6 si a es un polo de f. Si Q es un dominio de C, f es
meromorfa en  si es meromorfa en cada punto de Q. f se dice holomorfa en € si
es meromorfa en ) pero no posee polos.
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Las funciones meromorfas se pueden ver como aplicaciones f : 0 — C,, donde
C4 es el plano complejo anadiendo el elemento oo para que sea imagen de los polos
de todas las funciones definidas en €2. El conjunto de polos de una funcién meromorfa
f es cerrado y finito o numerable.

Definicién 1.1.5. Sea 2 C C un dominio, denotaremos el conjunto de todas las
funciones meromorfas por M(S).

El siguiente es un hecho bien conocido, véase [I] y [3].

Proposicién 1.1.6. Sea 2 un dominio complejo, entonces M(2) es un cuerpo bajo
las operaciones usuales de suma y multiplicacion de funciones

(f +9)(x) == f(x) + g(x), (f - 9)(@) = f(x) - g(x).

Prueba. Si f,g: Q) — C, son dos funciones meromorfas, la suma f+¢g:Q — Cy
estd bien definida para cada z € Q — (f~'(o0) U g7!(00)). Claramente f + g es
meromorfa con polos en f~1(0co) U g71(00). Similarmente se tiene para el producto.
Ahora, si f : Q2 — C., es meromorfa y no es la funcién constante cero, entonces 1/ f
también es meromorfa (si z; es un cero de f entonces es un polo de 1/f y si py es
un polo de f entonces es un cero de 1/f). Se sigue de esta forma que el conjunto

M(Q):={f:Q— Cy | f es meromorfa}
es un cuerpo, el cuerpo de las funciones meromorfas en €. O

Proposicién 1.1.7. Sean Q0 C Qy dominios, entonces la restriccion ¢ : M(Qy) —
M(y) la cual envia f € M(Ss) en fla,, es monomorfismo de cuerpos.

Prueba. Sean f,g € M({), como (f+g)[a,(z) = flo,(@)+gla,(z) y (f-9)lo,(2) =
floi (%) - gla,(z) tenemos que ¢ es homomorfismo de cuerpos. Sea h € Ker(y), por
consiguiente h|g, = 0, supongamos que h # 0, entonces como M (€)s) es un cuerpo,
1/h € M(£y), pero los polos de 1/h son los ceros de h, de esta forma 2; estd
contenido en los polos de 1/h lo cual es imposible pues €2; es no numerable. Asi que
h =0y por lo tanto ¢ es monomorfismo. O

De esta forma, podemos considerar a M({22) como subcuerpo de M(§2;). En
particular, para operar con funciones meromorfas podemos restringirnos a cualquier
abierto suficientemente pequeno como para excluir los polos de todas las funciones
involucradas.
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1.2. Cuerpos diferenciales y extensiones de cuer-
pos
Definicién 1.2.1. Una derivacion en un cuerpo M(Q) es wuna aplicacion

¢ M(Q) = M(Q) que asigna h en h' para cada h € M(Q), y satisface las si-
quientes condiciones

(f+9)=f+g, (f-9'=Fg+fd paracada f,g € M(Q).

Proposiciéon 1.2.2. Si U es un cuerpo diferencial, a; € V y n; € Z para todo
i€ {1,2,...,m}, se cumple

n1 nm \/ / /
(ay*---al™) a a
1 1
m—m:nl_+"'+nm_m'
al ...a%n al am

Prueba. Utilizando la Definicién [[.2.1] obtenemos

(o' agr)  mal ol (ay - ag) o o)

J— m
a?l e a,?rzn a;”l e a%m
ni—1 7/ n2 n ni(,n2 N \/
_ omay'ay(ay® - -anr) I ai'(ay® - - ap)
o anl e qtm anl e qtm
1 m 1 m

ay , (ay®---agr)
=Mt e

aq a2 - anzn

n2 nm \/
Ao
(a2 -a)

Aplicando inductivamente al cociente o tenemos
2 Um

ni nm )/ m /
(ai' -apm) Z"a—
anl...anm - Za..
1 m i=1 !

O

Definicién 1.2.3. Un cuerpo ¥ se dice una extension de un cuerpo T, Si T €S un
subcuerpo de V. Diremos que V¥ es una extension de cuerpos diferenciales de T, si
T es subcuerpo diferencial de VU tal que cada derivada de toda funcion de T estd en
T, de tal forma que T se convierte en un cuerpo diferencial con la restriccion de las
derivaciones de V.

En lo que sigue de esta seccién ¥ denotara un cuerpo diferencial.

Definicién 1.2.4 (Adhesién). Sean 7 C V una extension de cuerpos diferenciales.
Sea S C VU, decimos que T(S) es una adhesion de S sobre el subcuerpo T y se define
de la siguiente forma

7(5) = {oz eV:a= pi(sl"“’s”)}

q(517~~~75n)
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donde n € N, p,q € T[x1,..., 2], $1,...,8, € S y q(s1,...,8,) # 0. Si S =
{s1,...,8,} denotamos T(s1,...,8,) := 7(5). Si ¥ = 7(5) se dice que S es un
sistema generador de W sobre 7. Si W = 7(s) se dice que la extension U es simple y
que s es un elemento primitivo de la extension.

Proposicién 1.2.5. 7(S) de la definicion [1.2.4 es el menor subcuerpo de V¥ que
contiene a Ty S.

Prueba. Es claro que S y T estdn contenidos en 7(S5) puesto quesi s € Syt e
entonces, s = 2,t = + € 7(5). Veamos que 7(S) es subcuerpo, en efecto, para ver
que 7(S) es subanillo de ¥, de [2] ejercicio 48 seccién 18, es suficiente probar que

(i) 0 € 7(9);
(ii) f—g € 7(S) para cada f,g € 7(5);
(ili) fg € 7(S) para cada f,g € 7(95).

(i): 0 € 7(S5) yaque 0 € 7 C 7(9).
(ii): Sean f,g € 7(S), veamos que (f — ¢g) € 7(S). Entonces f = liimmin) o

a2(8150-,5n)

61(517778”
9= B2(515-.,5n) de esta forma
181, 8n)  Bilsts.-8n) _ a5, 80)B2(51,- -, 8n) — 02(s1, -+, 80)B1(51, - -, 50)
az(st,...,sn)  Ba(s1,...,sn) 2(81, -+, 50)B2(51, - -+, 5n)

Como ay,ag, 1, P2 € T[X1, ..., Xy v aa(s1,. .., 8n), B2(s1,...,8,) # 0. Tenemos
que ay fo—anfy, afs € T[ X1, ..., Xpn] v (efa) (81, ..., sn) # 0, porlo tanto (f—g) €
7(S).

(iii): De manera similar, tenemos que fg € 7(S) ya que % e 7(9).

Para completar la prueba de que 7(5) es subcuerpo. Tomemos o = D(s1,:8n)

Q(sly---,sn)
7(S)* entonces su inverso es % € 7(.5). Por lo tanto, 7(5) es un subcuerpo de
v,

Veamos que 7(5) es el menor subcuerpo de W que contiene a S y 7. Sea T' un
subcuerpo de ¥ que contiene a S y 7, basta ver que 7(S) C T. Sea p = p(s1,...,5n)

donde p € 7[X1,..., X,] entonces p tiene la forma Ztis‘”, donde t; € Ty s* =
i=1

s'f” -+ 8, para cada 1 < i < m. Como S,7 C T entonces cada monomio t;s% € T

entonces p € T. De esta forma si o = H € 7(9)*, entonces o € T, asi que

7(S) es subcuerpo de 7. O

Proposicion 1.2.6. Las siguientes afirmaciones se cumplen en V.
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(ii) Si f € V entonces (—f) = —f';
(iii) Si fe W, (3) =—4.
Prueba.

i) 0=0+0)=0-0+0-00=0;1"=(1-1)=1-141-1"=1 41, entonces
'=0;0=(1+(-1)) =1+ (1) = (-1), entonces (—1)" = 0.

(=D f+-1-f==f.

(f - %)/ = (f)(%)’ + (f’)(%), entonces multiplicando por %,
)’—i—/’f—;, ast que (1) = -4

(ii) Si f € ¥ entonces (—f) = (—1- f)

(iii) Como 0 = (1)

obtenemos 0 = (

=
=

f2

Proposicién 1.2.7. C ={a € V| o/ =0} es subcuerpo diferencial de V.
Prueba. Para demostrar que C' es un subcuerpo, tenemos lo siguiente
(i) De proposicién [L2.6 (i), 0 € C.

(i) Sean f,g € C entonces f—g € C, en efecto, (f—g) = (f+(—9)) = f'+(—g),
de la proposicién (i), tenemos (f —g) = f'— g = 0.

(iii) Sean f,g € C, entonces fg € C, en efecto, (fg)' = f'g+ fg' =0.

por lo tanto C' es subanillo de W. Veamos que C' es subcuerpo. Sea f € C' — {0}
1

entonces % € C, en efecto, por la proposicién [.2.6 (iii), (?)’ = —]Jf—; =0. O
Definicién 1.2.8. El subcuerpo diferencial C de la proposicion anterior se llama el

cuerpo de constantes de W.

Proposicion 1.2.9. Sea 7 C V¥ una extension de cuerpos diferenciales y S C W.
Entonces, el cuerpo 7(S) es subcuerpo diferencial de VU si y solo si para todo s € S
se tiene que s’ € 7(95).

Prueba. (=) : Sea s € S, como S C 7(5) entonces s € 7(S5). Por la proposiciéon
sabemos que 7(5) es un subcuerpo diferencial de ¥, de esta forma contiene las
derivadas de todos sus elementos, es decir, s" € 7(5).

(<) : Sea M = asZ“ coospm donde @ € 7y s; € S. Por la Proposicién
Qy Siyy -y 8i, €ET(S) y M € 7(S). Veamos que si a € 7(5) = o € 7(9).
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(i)

(iii)

Sea s € S = (s*) = ks 15 € 7(9)
Por induccién sobre k.

Si k =1 entonces (s') = 1(s°)s’ = s’ € 7(S) por hipétesis. Si k = 2 entonces
(s2) = (s-5) = ss' +s's = 25 = 2s's’ € 7(S). Asumamos que (s*) =
ksk=1s' € 7(8S).

Probemos para k+1, es decir, (s*71) = (k+1)sks’ € 7(9). (s"*1) = (sF.5)" =
(s5)'s + (s%)s' = kst ls's + (s%)s = kst lss' + (sF)s’ = kshs’ + (sh)s' =
(k+1)s*s.

Ya que s € 7(S) y s’ € 7(S) por hipétesis, entonces (k + 1)sks’ = (s¥+1) €
7(S).

Por lo tanto, para cada k € N, (s*)" € 7(S).

Sea M = as;* - si'm = M' € 7(S).

Por induccién sobre el numero de factores m. Si tenemos un factor, enton-
I Migye 1M LR /

ces M' = (as;") = o's;" +afs;)") € 7(9) ya que o € T(g) pues 7
es cuerpo diferencial. Si tenemos dos factores entonces M’ = (as; 's;,*) =

(aszil)’(sniz) + (aszil)(s%)’ e7(9).

12 12

Probemos para m + 1 factores. Asumamos que M’ = (as; ' ---si™) € 7(5).

; F g . iy Nipy MmA+1\/ __ 1( m1
Si agregamos un factor adicional tenemos: (as; ™" - - ;" simt Y =M (sim+1 )+

M(s;™"). Dado que M € 7(S) y para cada s € S, s’ € 7(S) entonces

TL?%erl )
(ous;, - gty e (S).

Tm 7:m+1

Llegamos a la conclusion de que todo elemento de 7(S) de la forma
p(s1,-..,8,), donde p es un polinomio, tiene a su derivada (p(sy,...,s,)) €

7(S).

Sean p = p(s1,...,$n), ¢ =q(s1,...,8,) € T(S5). Veamos que (L)' € 7(S5).

/ /

P\ 1y’ _ _ P —q ‘e pd  Pa—pd
O e R S
q q q q q q q

Como el numerador y el denominador pertenecen a 7(.5), tenemos (p/q)" €

7(S).

De esta forma, todo cociente de polinomios en 7(5) tiene su derivada en 7(5), esto
equivale a decir que la derivada de todos los elementos de 7(S) pertenece a 7(5). O
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1.3. Funciones elementales sobre cuerpos diferen-
ciales

Definicién 1.3.1. Sean 7 C ¥ una extension de cuerpos diferenciales y f € W,
entonces se dice que [ es elemental sobre T si existe una cadena de subcuerpos

T=VY,CV¥V;,C---CV¥, CVU

de tal forma que f € V,, y para cada 1 < i < n, se cumple que V; = VU, _1(t;) para
algin t; que cumple alguna de las siguientes condiciones

(i) t; es algebraico sobre W; 1, es decir, existe un polinomio no nulo p(X) €
U, _1[X] tal que p(t;) = 0.

(ii) t; es no nulo y g’ = t./t; para alguna funcion g € V,_1, en cuyo caso diremos
que t; es una exponencial de g.

(iii) t; = ¢'/g para alguna funcion g € ¥,y en cuyo caso diremos que t; es un
logaritmo de g.

Si D C C es un dominio, podemos considerar la cadena de subcuerpos diferenciales
C(z) € M(C) C M(D). Se dice que f es elemental sobre D, si es una funcion de
M(D) que es elemental sobre C(z).

Teorema 1.3.2. La cadena de subcuerpos V; que aparecen en la definicion [L.31]
son subcuerpos diferenciales de V. En particular, si f € U es elemental, entonces f’
es elemental.

Prueba. Veamos que V; es subcuerpo diferencial de ¥ para cada 7. Por induccién
sobre 7, si © = 0 entonces es claro que ¥y = 7 es subcuerpo diferencial de V.
Supongamos que ¥;_; es subcuerpo diferencial de ¥, veamos que esto también es
vélido para ¥;, en efecto, como W, = W, ;(¢;) basta probar que t; € W,.
(i) Sit; es algebraica sobre U;, existe un polinomio p(z) = g + @z + - - - + @, z"
con o; € U, 1 yt; €V, tal que

p(ti) = ap + anty + ot 4+ -+ apt," =0
Derivando la ecuacién anterior obtenemos
0 = ajy + (ajt; + aqth) + (dht? + g - 26t5) 4 - - - + (™ + ay, -t} t)
= (af + ity + ahyt® 4+ -+ alty™) + (a1 + 2a0t; + - - + na,th
De aqui tenemos

Cap it F bt 4 apt”

t =
a1 + 2a0t; + -+ A napt! !

(2

€V,
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(ii) Sit; es exponencial de alguna funcién g € W;_;, tenemos % =g =t=9¢1tc¢
v,;.

(iii) Si ¢; es logaritmo de alguna funcién g € W;_;, tenemos ¢, = % ev,_; CV,.

De esta forma W, es subcuerpo diferencial de W y si f es elemental f’ € ¥, también
lo es. O

Teorema 1.3.3. St ¥ es una extension de cuerpos diferenciales de 7 y f1,..., fm €
U son funciones elementales sobre T, entonces existe una cadena de cuerpos

T:\Ifoc\IHC"'C\IInC\II
tal que f1,..., fm € V,,.

Prueba. Por induccion sobre m. Si m = 1 entonces la funcién elemental f; € ¥
tiene una cadena de subcuerpos 7 = ¥y C ¥, C --- C ¥, C V¥ tal que f; €
U,,, coincide con la definicién [L3Il Supongamos que el teorema es cierto hasta
m — 1. Probaremos para m. Existe una cadena de cuerpos 7 = Vg C ¥y C --- C
v, C W tal que fi,..., fmo1 € ¥,,. Ya que la funcién f,, es elemental, existe otra
cadena de subcuerpos 7 = Yo C Ty C -+ C YT, C ¥ tal que ¥; = T, 1(w;) y
fm € Y,.. Posteriormente, definimos una nueva cadena de subcuerpos de la siguiente
forma W,,.; = U, ; 1(u;). Afirmamos que Y;_; C ¥, ; 1, en efecto, podemos hacer
induccién sobre ¢. Siv =1, Yo =7 C ¥,,. Supongamos que 1;_; C ¥, ., | entonces
Ti="; 1(u;) CV,pi1(u;) = ¥ppy, por lo tanto, T; C W, 4.

(i) Si wu; es algebraico sobre Y, 1, entonces existe P(x) € T;_1[z] C V,;_1[x] tal
que P(u;) = 0y por lo tanto es algebraico sobre W, ; 1.

/

.o . . ., u,;
(ii) Si u; es exponencial de alguna funcién g € ;1 C V441, 4 = g, luego es
T
exponencial de una funcién de ¥, ;.

(iii) Si u; es logaritmo de alguna funcién g € ;1 C ¥, 1, % = u, luego es

logaritmo de una funcion de ¥,, ;.
Ademas f1,..., fin € Vpps. O

Teorema 1.3.4. Sea ¥ una extension de cuerpos diferenciales de T entonces el

conjunto V. de las funciones f € U elementales sobre T es un subcuerpo diferencial
de V.

Prueba. Sean f,g € ¥ funciones elementales, existe una cadena de subcuerpos
diferenciales 7 = Wy C Wy C -+ C W,, C ¥ donde ¥;_4(t;) = V; tal que f,g € V,,.
W, es un subcuerpo diferencial, por lo tanto, f — g, %, —f € ¥,. Por el teorema
[L332 si f € U, es elemental, f' € ¥, es elemental. Todas las funciones elementales
del cuerpo ¥ (bajo las condiciones de la Definicién [[L3]) forman un subcuerpo
diferencial. O
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Al demostrar que el conjunto de las funciones elementales posee la estructura de
un cuerpo diferencial, hemos llegado a un hecho importante.

Teorema 1.3.5. Sea ¥ una extension de cuerpos diferenciales de T y W, el subcuerpo
diferencial mencionado en el teorema[1.3.4], entonces

(i) Toda funcion f € U algebraica sobre V. estd en V..
(ii) Toda exponencial y todo logaritmo de una funcion g € W, estd en V..
Prueba.

(i) Sea f € W algebraica sobre V., entonces existe un polinomio no nulo p(x) =
fmx™ + -+ fix + fo € Y [x] tal que p(f) = 0. Por el teorema [[3.3] existe
una cadena de subcuerpos

T:\Ifoc\IHC"'C\IInC\II,

que cumple la definicién [L3.T] de tal forma que fy,..., f,» € ¥,. Tomando
U1 :=V,(f), entonces la cadena

T:\IIOC\I]1C"'C\IIHC\IIn+1C\II,

sigue cumpliendo las condiciones de la definicién [[L3.1], ya que f es algebraica
sobre U,,, y como f € U, tenemos f € V..

(ii) Si f es exponencial o logaritmo de una funcién g € W, entonces de la definicién
[L3.1] tomamos una cadena

T:\I/()C\IHC"'C\IIHC\I],

con g € ¥, y la prolongamos con ¥, := ¥, (f), como f es exponencial o
logaritmo de una funcién de ¥,, entonces f € W,.

0

Teorema 1.3.6. Sea 7 C V¥ una extension de cuerpos diferenciales, entonces el
cuerpo V. de las funciones de U elementales sobre T es el menor subcuerpo diferen-
cial de U que contiene a T y que cumple el teorema 1.3,

Prueba. Supongamos que K es un subcuerpo de ¥ que contiene a 7 y es cerrado
para elementos algebraicos, exponenciales y logaritmos. Sea f € ¥, entonces existen
t1,ts, ..., t, € ¥ tales que

TCT(tl) C’T(tl,tg) (@I CT(tl,tQ,...,tn) cVv (131)
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donde t; es algebraico sobre 7(t1,...,%;_1) 0 es exponencial o logaritmo de alguna
funcién g € 7(t1,...,ti 1)y f € 7(t1, ..., t,). De la cadena[[L3I] podemos considerar
la cadena de subcuerpos de W.

K C K(ty) C K(ty,ts) C--- C K(ty,ta,...,t,) C ¥

Como t; es algebraico sobre 7 C K o es exponencial o logaritmo de alguna funcion
g € 7 C K. Tenemos que K = K (t;). Aplicando el mismo criterio a t5, obtenemos
K = K(ty,ty), si continuamos para cada t;, tenemos K = K(t1,ts,...,t,) y como
fer(ty,... t,) C K(ty,...,t,), tenemos que f € K. O

Teorema 1.3.7. Toda funcion de C(z) es elemental sobre C(z).

Prueba. Para toda funciéon f € M(C) elemental sobre C(z) existe una cadena de
subcuerpos

C(Z) :TCT(tl) C’T(tl,tg) (@I C’T(tl,tg,...,tn) CM(C),

donde t; € M(C) cumple las condiciones de la definicién [L3T] Sea W, el subcuerpo
diferencial de las funciones de M(C) elementales sobre C(z). Por el teorema
tenemos que 7 = C(z) C V. o, dicho de otra forma, toda funcién ¢ € C(z) es
elemental sobre C(z). O

Teorema 1.3.8. Si Dy C Dy son dominios en C, entonces la restriccion a Dy de
una funcion elemental sobre Dy es elemental sobre Dy.

Prueba. Por el teorema[[.T.7 M (D) es subcuerpo diferencial de M(Dy). Sea f €
M(Dy) elemental sobre Dy, existe una cadena de subcuerpos (bajo las condiciones
de la definicion [L3T]) C(z) = ¥y C ¥y C -+ C ¥, C M(Ds) tal que f € ¥,,. Por
lo tanto, la funcién restriccién f|p, € M(D;) tiene la cadena de subcuerpos

Clz)=VYyC VU, C---CV¥, C M(Dy),
ajustdndose a la definicién [L3.I] obtenemos que f|p, es elemental sobre M(D;). O

Teorema 1.3.9. Sean Dy, Dy C C dominios complejos, sean f € M(Dy), g €
M(Dy) funciones elementales y supongamos que Dy C f~'[Ds] y que f no tiene
polos en Dy. Entonces g o f es elemental sobre C(z).

Prueba. Como g es elemental sobre C(z) existe una cadena de subcuerpos
Clz)=VYoC U C---CV¥, C M(Dy)

tal que g € ¥,,. Veamos por induccion sobre k, que si h € W, entonces h o f es
elemental sobre C(z) y por lo tanto g o f es elemental sobre D;. En el caso k = 0
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tenemos el resultado directamente, ya que ho f es la composicion de un cociente de
polinomios y la funcién f, esta compuesta es elemental en Dy, ya que por el teorema
L34 las funciones elementales sobre D; conforman un cuerpo.

Supongamos el resultado cierto para k — 1y sea Wy, = W, _4(t;). Basta probar
el resultado para t; o f, pues todas las demas funciones de W son cocientes de
polinomios evaluados en tj, de esta forma las composiciones correspondientes son
cocientes de polinomios evaluados en t; o f, que seran elementales a su vez debido a
que las funciones elementales sobre D; forman un cuerpo.

Como f es holomorfa y t; es meromorfa, sabemos que t; o f € M(D;). Tenemos
a continuacion los siguientes casos para ty.

(i)

t, es algebraica sobre W;_;, es decir, existen ¢; € W;_; tales que,
> wi(2)te(2)' =0
i=0

para cada z € Dy, donde z no es polo de ¢ o de las ¢; (que es todo Dy salvo
un conjunto discreto de puntos). Asi

> el DR =0,

para cada z € D; donde z no es polo de ; o f o de t, o f. De esta forma

tenemos
n

S (pio itxo f) =0,

i=0
Por hipétesis de induccién, las funciones ¢; o f pertenecen al cuerpo M(Dy).
de las funciones elementales sobre Dy, y la igualdad anterior muestra que t;o f
es algebraico sobre este cuerpo, luego, por el teorema [[L3.5 también t; o f es
elemental.

si t; es logaritmo de una funciéon v € V,_4, es decir,
v'(2)
t(z)=—
k(z) ’U(Z)
para cada z € Dy que no sea polo de las funciones involucradas, luego
v'(f(2))
t(f(z) =
para cada z € Dy que no sea polo de las funciones involucradas. Por hipdtesis
de induccién tenemos que v o f es elemental sobre Dy, ademas
V' (f(2)f'(z) _ o(f(2))
te(f(2))f'(2) = = :
: v(f(2)) v(f(2))
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de esta forma,

,_ (wof)
(tk o f) - VO f )
luego ti o f es logaritmo de vo f, luego por el teoremal[l.3.5] ¢, o f es elemental

sobre D;.

(iii) si tx es un exponencial de una funcién v € Wy_4, es decir,

tr(z)
para cada z € Dy que no sea polo de las funciones involucradas, luego
t(f(z))
U/ f 2 — k
Ve =55

para cada z € Dy que no sea polo de las funciones involucradas. Por hipotesis
de induccién tenemos que v o f es elemental sobre Dy, ademés

BN GG
U&= 50y = hGe)

de esta forma,

/_(tkof>/
vo fy =2

luego t, o f es una exponencial de v o f, luego por el teorema [L3.5] ;. o f es
elemental sobre D;.

O

Teorema 1.3.10. Sea D C C un dominio y sea g € C(z) una funcion no constante
que no tiene polos en D. Entonces, la funcion e9%) € M(D) es trascendente sobre

C(z).

Prueba. Supongamos que €9 es algebraica sobre C(z). Entonces existe un polinomio
p(x) = > gaxx™ " € Dlz] con ag =1y D = C(z) tal que

ple?) =Y are™ ™9 =0 (1.3.2)
k=0
donde aq,...,a, € D. Derivando obtenemos

n

q(e?) :=p'(e?) = Z[a;€ + ag(n — k)g'le™ M9 = 0.

k=0
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/
Esta ecuacién es proporcional a [L3.2) luego ¢|p. Entonces ng’ = 2=, el cual,
puede ser cero o una suma de fracciones con numerador constante y denomina-

n;

CL
dores lineal (vease proposicién [L2.2]). Supongamos que * = Yoy e Luego,
ng =>_, —%-. Esto es una contradiccion porque la descomposmlon en factores de

g no posee necesarlamente denominadores lineales. Por lo tanto G =ng' = 0, luego,
g = 0 implica que g es constante, contradiciendo la hipétesis 1n1c1al del teorema.
Por lo tanto €9 es trascendente en C( ). O

El siguiente resultado lo utilizaremos mas adelante, (véase [10] lema pag 155).

Lema 1.3.11. Sea F' un cuerpo diferencial de caracteristica cero , F'(t) una exten-
sion diferencial del cuerpo F con el mismo cuerpo de constantes y t transcendental
sobre F' donde se tenga que t' € F o '/t € F. Sean cy,...,c, € F linealmente
independientes sobre Q y sean uy,...,u, elementos no nulos de F(t), v € F(t).
Entonces, si

n /
Zci& +v" € FJt]
- Wi

tenemos v € F[t] y, en el caso t’ € F, cada u; € F, mientras que en el caso % € F,
para cada i =1,...,n tenemos 5= € I para algin entero ;.

Las siguientes proposiciones se utilizarédn en el capitulo 2, vease [4], 4.1 y 4.2.

Proposicion 1.3.12. Sea ¥ C L una extension de cuerpos diferenciales, donde
L = U(t) con t trascendente sobre VU, y supongamos que, para cada p(t) € W[t],
también p(t) € V[t], y que si p(t) es monico e irreducible, el grado de p(t)" es menor
que el de p(t). Entonces, para cada v € L, la descomposicion en fracciones simples
de V' tiene como denominadores los mismos polinomios irreducibles que aparecen en
la descomposicion de v, pero el exponente maxrimo con que cada uno de ellos aparece
en v’ es una unidad mds que el que tiene en v. En particular, este exponente mdazrimo
es siempre > 2.

Proposicion 1.3.13. Sea ¥ C L una extension de cuerpos diferenciales, donde
L = V(t) para un cierto t trascendente sobre V. Supongamos que ¥ y L tienen el
mismo cuerpo de constantes. Entonces

(i) Sit'/t € U, para cada polinomio f(t) € V[t] de grado positivo, f(t)' es un
polinomio en V([t] del mismo grado que f(t) si el coeficiente director de f(t)
no es constante, y de un grado menos si es constante.

(il) Sit'/t € W, entonces, para todo a € ¥ no nulo y todo entero no nulo n, se
cumple que (at™) = ht™, para cierto h € V no nulo y para cada polinomio
f(t) € Y[t] de grado positivo, la derivada f(t) es un polinomio en V[t| del
mismo grado, y es un mailtiplo de f(t) si y solo si f(t) es un monomio.
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CAPITULO 2

PRIMITIVAS ELEMENTALES

En el presente capitulo haremos enfasis en el conocido teorema de Liouville el
cual servira para aplicar a ciertas familias de funciones en el capitulo 3, la teoria la
desarrollé Lioville entre 1833 y 1841, veanse, [4], [7], [8], [10] y [11].

2.1. Teorema de Liouville

Teorema 2.1.1 (Liouville). Sea U un cuerpo diferencial de caracteristica cero y
a € V. Sila ecuacion y' = a tiene solucion elemental en una extension diferencial de

W con el mismo subcuerpo de constantes, entonces existen constantes cq,...,cy, € ¥
y elementos uy, ..., Uy, v € ¥V tales que
m u/
a=1v+ g ci— (2.1.1)
— Wi
1=

Prueba. Como y es una solucion elemental en una extension diferencial de ¥, existe
una cadena de subcuerpos diferenciales

U C U(ty) CWU(ty,ta) T CW(ty,.... 1)

donde y € U(ty,...,t,) v t; es algebraico, exponencial o logaritmo segun la definicién
[[L31l Demostraremos el teorema haciendo induccion sobre n. Sin = 0 la ecuacién se
cumple cuando v = y, ¢; = 0 y los u; son elementos arbitrarios de W para 1 < i < m.
Supongamos que se cumple para n—1. En adelante, tomaremos ¢ := ;. Consideremos
la cadena de subcuerpos

U(t) CW(t)(ts) C -+ C W(t)(tas ... 1)

15
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Por hipétesis de induccidn, existen ¢, ...,¢n € Uy uy, ... Uy, v € V(1) que satis-
facen (ZI1.1]). Ahora consideraremos los siguientes casos.

(i) Sit es algebraico. Entonces, podemos considerar polinomios Uy, ..., U, € ¥[z]
tales que Uy (t) = uy, ..., Un(t) = um, V(t) = v. Sea p(z) € ¥[z] el polinomio
minimo de ¢ sobre V. El cuerpo diferencial ¥ tiene una clausura algebraica tal
que p(x) se puede factorizar en la forma

plr) =(z—t)(r—G)(r-0)

Sea L = V(t,(a,...,()\), como L comprende un nimero finito de subextensio-
nes de cuerpos, existe un elemento u € £ tal que £ = ¥ (u), véase [5], teorema
7.38, teorema del elemento primitivo. Como tenemos una extension de cuerpos
diferenciales W C W(¢) C L. Definimos las derivaciones

DO(Z au') = Z au’, Dl(z au') = Z ja;utt.
=0 =0 =0 i=0
en U(u), se puede ver facilmente que

D(C) = Dy(¢) + wD;(¢), donde w es un elemento arbitrario de W (u),

es también una derivacién en £ = ¥ (u) que extiende a la de ¥ de manera tnica.
Para cada j existe un automorfismo o; que deja invariante los elementos de
U y ademas o(t) = t;, la aplicacién f* = o '(0;(f)') donde f € L es una
derivacion que extiende la de ¥. Extendiendo la ecuacién, tenemos:

0= Vi) + e

se cumple en £ para j = 1, porque se cumple en V(t) C L. Dado que los
automorfismos o; preservan las sumas, los productos y las derivadas, y dejen
invariantes a los elementos de W, la ecuacién también se cumple para todo j.

Sumando los A = [£ : U] ¥-automorfismos obtenemos

A ([T Uity) *
eV <H* 1Ui<tj>>

Jj=

Ahora observamos que uw; = H;Zl Ui(tj)) yu = Z?:l V(t;)* permanecen inva-
riantes por los automorfismos de £ que fijan a ¥, luego la teoria de Galois nos
asegura que u;,v € ¥, por lo tanto
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>19)|

donde rq, k;,r; € W.

En el caso de que t no sea algebraico, no podemos afirmar que u; y v; sean
polinomios de W[X] evaluados en ¢, sino cocientes de polinomios. En particular,
si

_F@)

RNl

descomponiendo F'y G en factores irreducibles podemos expresar
w; = Fy(t)™" - Fp(t)™,

donde los exponentes son enteros no nulos y los polinomios Fj(t) son ménicos,
irreducibles, distintos dos a dos salvo quiza uno de ellos, que puede ser un
elemento de ¥ (con lo que es una unidad de W[X] y, por definicién, no es
irreducible).

Por el teorema podemos sustituir el sumando ¢; u}/u; en la descomposi-
cion de oo por m sumandos correspondientes a los polinomios Fj, de modo que
podemos suponer que cada u; = U;(t) es un polinomio ménico irreducible, o
bien u; € ¥. Ademds podemos suponer que todos los wu; son distintos dos a
dos, ya que si hubiera dos sumandos iguales podriamos agruparlos. Podemos
asumir que ¢; # 0 para todo i.

De esta forma vamos a distinguir los dos casos que nos quedan.

Supongamos que ¢ es un logaritmo de un elemento de ¥, es decir, que t' = a'/a,
para algtin a € V. En particular, t € ¥, de la proposicién sabemos que
las derivadas de los polinomios tienen el mismo grado si el coeficiente director
no es constante y es una unidad menos si lo es. Asi que

El miembro derecho es la descomposicién de v” en fracciones simples. En efecto,
tenemos que «, junto con los sumandos correspondientes a elementos u; € W,
pueden verse como un polinomio de V[t] de grado 0 (el primer polinomio de
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(iii)

la descomposicién). Si en caso contrario, u; € VW[t es irreducible, como su
coeficiente director es 1 tenemos que —c;u} tiene grado menor que u;, luego es,
una fraccion simple, y por tanto indices distintos corresponden a polinomios
irreducibles distintos.

De esta forma tenemos que la descomposicién de v’ en fracciones simples tiene
todos los denominadores irreducibles.

De la proposicion [L312] podemos afirmar que en los denominadores de la
descomposicién de v' en fracciones simples, cada polinomio irreducible debe
aparecer con exponente al menos 2. Esto es una contradiccién salvo que la
descomposicion en fracciones simples no contenga fracciones simples, es decir,
que se reduzca a un polinomio en W[t].

En particular, u; € ¥ para todo ¢ y v € U[t]. Con lo cual, la igualdad nos da
entonces que v’ € ¥ (es un polinomio de grado 0) y, como el grado de v’ sélo
puede ser una unidad menos que el grado de v, se tiene que v(t) = ct +d, para
ciertos ¢, d € W. Si ¢ # 0, tenemos que la derivacién reduce el grado y por la
proposicién [L3.13] esto se tiene si ¢ es constante, luego ¢ es una constante en
cualquier caso. Podemos concluir que la igualdad se reduce a

LU
a—Zci;—l—cthd,

i=1 g

donde w;,d € ¥ y ¢ es constante. Sustituyendo ¢ = a'/a, llegamos a una
expresion buscada.

Consideramos el caso en que t es una exponencial de un elemento de W, es decir,
que t'/t = b, con b € V. Si p(t) € V[t] es un polinomio mdnico irreducible,
entonces por la proposicién [L3.13] p(¢) es un polinomio del mismo grado, y
serd multiplo de p(t) si y solo es un monomio, con lo cual, siendo ménico e
irreducible, implica que p(t) = t.

De esta forma, si u; ¢ U y u; # t, tenemos que u, no es multiplo de u;, luego
al dividir u; = g;u; + r;, se cumple que r; # 0, y obtenemos

u; i

Ci— = C;9; +c—.

U; U;
Con estas descomposiciones llegamos a la descomposicion de v’ en fracciones
simples. Notese que si un u; = t entonces u}/u; = b’ se agrupa con el polinomio
inicial. Asi que, en la descomposicion de v’ en fracciones simples, los denomi-
nadores son los u; que no estan en W y que son distintos de ¢, y todos ellos
aparecen con exponente maximo 1.
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Notese que no se cumplen las hipotesis de la proposicion [L3.12, ya que las
derivadas de los polinomios no tienen grado menor, sino igual. Pero sin perdida
de generalidad esta condicion no afecta la conclusion de la proposicion.

Ya que la proposicion trata por separado a cada p;, podemos concluir
que todos los polinomios distintos de t que aparezcan en la descomposicidon
de v" en fracciones simples deben aparecer con exponente > 2. Por lo tanto,
afirmamos que u; es constante salvo quiza para algun indice, para el que puede
suceder u; = t. Por otra parte, v' € ¥, luego v tiene también grado 0, es decir,
veWw.

Si todos los u; estan en ¥, entonces ya tenemos la expresiéon buscada; si un
u; = t, digamos, u; = t, entonces

U & S
o =c— c— +v = ci— + (et +v)
1t+; ot ;ui+(1+)

es la expresién buscada.

2.2. Consecuencias del teorema de Liouville

En la presente seccién presentamos los siguientes resultados como consecuencia
del teorema de Liouville, los cuales seran fundamentales para poder caracterizar
algunos tipos de funciones que no poseen primitiva elemental.

Teorema 2.2.1. Sean f,g € C(z) y g no constante, entonces [ feddz es elemental
si y solo si existe una funcion racional R € C(2), tal que f = R'+ Ryg'.

Prueba. (=) Sea t = ¢9, entonces %/ = ¢’ y por el teorema de Liouville tenemos

fed = ft = U/—FZCZ-—Z'
i—1

Uj

donde ¢; € C y u;,v € C(z,t). Dado que t es transcendental sobre C(z), el teorema
[L3TIT dice que los u; = a;t™ donde a; € C(z), r; € Z y que v es un polinomio con
coeficientes en C(z). Aplicando la proposicién [L2.2 tenemos

/ 7i\/ / / /
u,  (agt™) ' al ,
(7 Oéitn a; t a;
Luego, / /
u' f
G— =c¢— +¢rig.
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Sumando obtenemos

n / n
ft=1v+ </~@g' + ZQ%) donde = Z Cil'i-
=1

i=1

Por lo tanto, Y c;u;/u; € C(z). Ya que v € C(z)[t], es de la forma

y derivando,

El factor V) + jbjg" # 0 si j,b; # 0. De otra forma, todos los polos de g’ serfan
de orden uno, lo cual, no necesariamente se tiene. De esta forma m = 17y f es el
coeficiente b) 4 by¢’. Tomando R := by obtenemos

f=R + Ry

(<) Sea f = R'+ R¢', entonces fe? = R'ed+ Rg'ed = (Re?) donde ReY es elemental.
U

Procediendo como en la prueba de la proposicion anterior tomando

o= Z;L:_ . a;t7, se tiene el siguiente til resultado.

Corolario 2.2.2. Sea D C C un dominio, sea g € C(z) y supongamos que g no es
constante y no tiene polos en D. Sea t = e9 € M(D), sea a € C(2)(t) una funcion

de la forma
o = Z Cthj
j=—k
donde a; € C(z). Si existe una funcion elemental y € M(D) tal que y' = «,
entonces, para cada j # 0, existe una funcion b; € C(2) tal que a; = b; + jg'b;.

Teorema 2.2.3. (Liouville-Hardy) Si f(x) es una funcidn racional, entonces
[ f(x)Inxdx es elemental si y solo si existe una funcidn racional R(x) y una cons-
tante c tal que f(r) = <+ R'(x).

Prueba. (=): Seany =Inzy F(z,w) = f(x)y, Notemos que F' es funcién racional
de sus argumentos y dy/dx = 1/x es funcién racional de z. Por el teorema fuerte
de Liouville (vease, [7], pagina 298), parte (b), si el integrando de F' es elemental,
entonces

/f(x) Inzdr = Uy(z,Inx) + Z Ciln(Uj(x,Inx))

i=1
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donde las funciones U]s son funciones racionales en sus argumentos. Derivando am-
bos lados obtenemos

f(X)Inz = %(U()(ZL', Inx) + ; C;In(U;(z,In :L')) (2.2.2)

Consideremos la expansién de Taylor de Uy(x,Inz) alrededor de 0 sobre su segundo
argumento

1
Up(z,Inz) = Up(x,0) + DUy(z,0) Inx + aDzUo(z, 0)In®z +---

' (2.2.3)
D" Uy (z, €) In™ T 1,

1 1
e DUy, 0) 1"
P ol 0) " 4w

aqui € estd entre 0 y Inz, y D*U, denota la k-esima derivada parcial de U, con
respecto a su segunda variable. En el lado izquierdo de ([Z.2.2)), Inx sélo ocurre en
forma lineal multiplicada por una funcién racional. Entonces de ([2.2.2]) y (223
obtenemos que Up(z,Inx) debe ser de la forma

Wi(z)+V(z)lnz + U(z)In’z

donde U, V', y W son funciones racionales de x (es decir., los términos de grado
mayores a dos se deben anular en la serie (2.2.3)). De esta forma los U;’s deben ser
funciones racionales de x unicamente; en efecto,

N
Z In(U;(z,Inx)) = Z b;In(z — a;)
i=1 i=1
donde los b;’s y los a;’s son constantes. Por lo tante
N
/f(x) Inzdr =U(z)In®z + V(z)Inz + W(z) + Z b; In(z — a;) (2.2.4)
i=1

Derivando el lado derecho y comparando con el integrando, obtenemos

N

+W(2)+ )

1=1

bi

Tr — a;

U'x) =0, =0.

QUI(x) V() = (o), V;x)

Integrando la primera y la tercera de estas ecuaciones para encontrar U(z) y W (x),
y sustituyendo los resultado en la ecuacién [22.4)), tenemos

V()

X

dx

/f(x)lna:dx: %lnzx—l—V(x)lnx—/
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donde C' es una constante. Por el teorema de Laplace la integral en el lado derecho
es elemental ya que tanto V(x) es una funcién racional.

(<) : Si f(z) = £+ R'(x), la integral [ f(z)Inzdz es elemental. En efecto,
integrando por partes el segundo término en la integral £ + R'(x) Inz obtenemos

/(E Inz + R'(z) lnx)dx: E11r12x+R(x) lnx—/lR(z) dx
x 2 T

1
El ultimo término, / —R(x) dx, es elemental por el teorema de Laplace ya que el
x

integrado es una funcién racional. O



CAPITULO 3

LFUNCIONES Y PRIMITIVAS ELEMENTALES REALES

3.1. Funciones elementales reales

Definicién 3.1.1. Una funcion continua f : [a,b] — R es elemental si existe un
dominio D, con [a,b] C D C C tal que, f se extiende a una funcion meromorfa y
elemental sobre D.

Teorema 3.1.2. Sean fi,..., f, : [a,b] = R funciones elementales, entonces existe
un dominio D, con |a,b] C D C C, tal que todas las funciones dadas se extienden a
funciones holomorfas elementales sobre D.

Prueba. Una funcién elemental f; se extiende a una funcién meromorfa sobre un
dominio D;. Como f; es continua en [a, b], entonces la extension no tiene polos en
[a, b] ¥ como estos polos no son puntos de acumulacién en D;, se tiene que para cada
x € |a,b] existe una vecindad B, centrada en x tal que B, no contiene ningin polo
de las funciones f;. Luego,

D= |J B,

z€[a,b)
es un dominio que no contiene los polos de fi,..., f, y claramente [a,b] C D. O
Teorema 3.1.3. La suma y el producto de funciones elementales sobre un intervalo

[a,b] es elemental, asi como el cociente si el denominador no se anula en ningin
punto de [a,b].

Prueba. Sean f,g funciones elementales sobre [a, b], entonces por el teorema B.1.2]
se extienden a funciones holomorfas sobre un dominio D y de esta forma f+g, f—g,
fg vy f/g con g # 0 son continuas sobre [a,b] y también se extienden sobre D. [

23
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Teorema 3.1.4. La composicion de funciones elementales es elemental.

Prueba. Sean f :[a,b] — [c,d] y g : [c,d] — R funciones elementales. En efecto, f
se extiende a una funcién elemental sobre un dominio complejo Dy y g se extiende
a una funcién elemental sobre un dominio complejo D,. Claramente [a,b] C Dy y
[c,d] C Dy. Dado que f es una funcién holomorfa, no tiene polos en Dy y es continua
sobre su dominio, podemos suponer que D; C f~1(Dy). Aplicando el teorema [[L3.9]
f o g es elemental sobre Dy, condicién suficiente para que f o g sea elemental sobre
el intervalo real [a, b]. O

Teorema 3.1.5. Los polinomios con coeficientes reales son funciones elementales
sobre cualquier intervalo [a,b]. Lo mismo sucede con los cocientes de polinomios
cuyo denominador no es cero en [a,bl.

Prueba. Un polinomio de la forma p(z) = Y ja;2" se extiende a una funcién
compleja del cuerpo C(z) € M(C) y, por el teoremall.3.7] cualquier funcién de C(z)
es elemental sobre C(z). Por el teorema [3.1.3] el cociente de funciones elementales
(como los polinomios) es elemental. O

Teorema 3.1.6. La funcidn exponencial e* es elemental en todo intervalo [a,b] € R.

Prueba. La funcién e® se extiende a ¢ € M(C). Ahora, por la definicién [L31]
tenemos que e* es exponencial de la funcién z ya que 2’ = (ee—) = 1. Como z € C(z)
es elemental, e* también es elemental (por el teorema [[.3.5). O

Teorema 3.1.7. La funcion logaritmo Inx es elemental en el intervalo [a,b] donde
a > 0.

Prueba. La funcién In x se extiende en el dominio complejo C—(—o0, 0] a la funcién
Log z, basta probar que es elemental.

(Logz)' =1/2=2/z
La funcién Log z es elemental porque es logaritmo de la funcién elemental z. O

Teorema 3.1.8. Las funciones senx, cosx son elementales en cualquier intervalo
cerrado [a,b].

Demostracion. En efecto, senz y cosx pueden extenderse a las funciones sen z y
cos z en el dominio C.

eiz _ 6—iz eiz + 6—iz
seny = ———, COSZ = ——
29 2
La funcién e** es elemental porque es exponencial de la funcién +iz.
+iz\/
e . .
(G . ) = +i = (+iz)
e:l:zz
1z 6—iz eiz + 6—iz
Por el teorema [3.1.3] sen z = —;  Yyeosz=————son elementales. O
i
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Nota 3.1.9. Las funciones tanz, cotx, secx y cscz son elementales, usando las
misma idea del teorema [3.1.8

Teorema 3.1.10. La funcion arctanx es elemental en cualquier intervalo.

Prueba. Sea arctanz = 6 o x = tanf. Debemos probar que la funcién arcotan-
gente real se puede extender a una funcién meromorfa elemental sobre un dominio
complejo. Si § € C y z = tan € entonces,

0 __ —1i6 . . . 2i60 _ 3
senf  —5— et — e 1 e — e% . eTal Q20
z = = — — = - - - = - = —1 - - = —7 s —
cos e (il emif) g et 4 L 041 20 4 1’
2 e ei0
b tant 2 S NP SR
porlotanto, 2 = —i(1— ——— ) = —i+—=——asi, 2+i = — ye =
) 6229 +1 6229 +1 ’ 6219 +1

-, de esta forma,
z+1

o 2 _2-(e4i) _i—a

z+1 zZ+1 i+ 2z
Por otra parte,

1 —z t—z 1—Z )

P—iz—iz+z2z  —1—i(z+2)+[z? 1+i(z42) — |2

itz i+z i—z P?—iz+iz—2z —14+i(z—2)—|z]> 1—i(z—2)+]z|?

Entonces,

o200 1 +2iR(2) — |2
1 —i4(2iS(2)) + |22
1+ 2iR(2) — |2
14+ 25(2) + |22

B 1— |z n 2R(2)
T3z + 22\ T+ 23(2) + |22
= a + ib,

donde a = R(e??) y b = (). Para despejar 6 se aplica la funcién Log del teorema
B.I1 definida sobre el dominio complejo C — (—o0, 0] para eliminar el exponencial.
Vemos que el logaritmo principal no se puede aplicar cuando a+ bi € (—o0, 0] y esto
solo se puede obtener cuando b = 0 (para ello, basta con que (z) = 0) y |z| > 1. Por
lo tanto, el dominio complejo donde todos sus valores tienen una parte real distinta
de cero y una parte imaginaria con magnitud menor que uno es el apropiado para
aplicar la funcién logaritmo.

em:?_z
1+ z
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1 — Z
2i0 = L
! Og(i—i—z)

1 ) —
# = — Log (Z Z) , dividiendo por 2¢
+z

21 )
1 1 —z
t = —L .
arctan z 5 og (i+z)

Definida sobre el dominio complejo Dy = {z € C: |¥(z)| < 1}. La funcién arcotan-
gente se extiende a una version holomorfa sobre el plano complejo. En efecto, esta

11—z
funcién extendida en C es elemental porque Log (T) es logaritmo de la funcién
i+ z

elemental (i — 2)/(i + 2):

. / .
(T) e 2 %22 {Log<i—z>y

Z—j a ;—z (i —2)(i+2) S22 2420 1422 i+ z

O

A su vez, las funciones arcsen z y arc cos x son elementales por el teorema B.1.10]

FUNCIONES ELEMENTALES EN [a,b] | CONDICIONES | TEOREMA |

f+9.f—9,f g f/gcong#0 [y g elementales | BI.3]
fog f v g elementales | B.1.4]
P(UC)ZGnUCn-l—---—i—al:v—i—ao BLA
e” BLa
Inx 13.1.7
SenT y cosT . 1.3l
arctan x o 110l

Cuadro 3.1: Funciones elementales reales.

3.2. Algunas primitivas no elementales

Las integrales analizadas en esta seccion corresponden a funciones sobre el plano
real R?. Para determinar si estas funciones no tienen primitiva elemental, deben
extenderse a una funcion meromorfa-elemental sobre C para aplicar los teoremas. Si
la integral compleja no es elemental entonces la integral real tampoco es elemental.

Proposicion 3.2.1. La integral / xzne“xde, paran entero ya # 0, no es elemental.
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. ., 2
Prueba. Para demostrar que la integral no es elemental, la funcién z?"e%

tenderd en el cuerpo C y se aplicara el teorema 2.2.11 Supongamos que la funcién

se ex-

2?"e%* ¢ M(C) tiene primitiva elemental. Existe una funcién racional R = — €

Q
C(z) tal que
P P'Q+ PQ +2az2PQ
Q Q? '

" =R +¢R= (g)/ + (a2?)

Por lo tanto,
Z2nQ2 — P/Q + PQ/ + QGZPQ luego Q(Z2HQ . P/ _ 2CI,ZP) _ PQ,

Ahora, supongamos que () tiene una raiz a € C de multiplicidad r > 1, es decir,
Q(z) = (#—a)"E(z) donde E(«) # 0. El miembro izquierdo de la ecuacién se puede
reescribir como (z — a)"™™*N(z) donde s > 0y N(«a) # 0, es decir, « es raiz de
multiplicidad r 4+ s. Lo mismo debe suceder en el miembro derecho, pero eso no es
cierto porque la multiplicidad de v en PQ’ es r — 1. Llegamos a una contradiccion,
por lo tanto, a tiene multiplicidad 0 y @) es constante. Sea ) := k € C — {0}.
Reemplazando en la ecuacién obtenemos,

k(z*"k — P' —2azP) = Pk
k(z*"k — P' —2azP) =0
2k — P —2azP =0
Despejando el primer sumando,

2"k = P’ + 2azP. (3.2.1)

El grado del polinomio derecho debe ser igual a 2n, por lo tanto, deg(P) = 2n — 1.
Tomando

2n—1
P(z) = Z iz
=0
Derivando,
2n—1
P'(z) = Z iciz !
=0

Sustituyendo en ([B.2.1)),

2n—1 2n—1
22 = Z izt 4+ 2az (Z cl-zi>
i=0 i=0
2n—1
=0+ 420243032+ + (20— Degp12™ 2+ Y 200"
=0
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2n—2 2

=+ Z (Z + 1)Ci+1Zi + Z 2acl-_1zi
=1 =1

2n—2
o . 7 7 2n—1 2n
= + < E [(Z + 1)Ci+1Z + 2&02‘_12 ]) + 2a02n_2z + QCLCQn_l,Z .

i=1
En el miembro izquierdo tenemos un sumando de grado 2n y en el derecho, tnica-
mente, 2acy,_12>" luego co,_1 = % Evidentemente,

c1 = Copo = (i +1)cip12" +2ac;_12 =0 donde 1 <i < 2n — 2.

Supongamos que i = 2 entonces 3c3z? + 2ac1z? = 0, luego c;3 = 0. Por otra parte,
si i = 4 entonces beszt + 2ac3zt = 0, luego ¢; = 0. Inductivamente obtenemos,
C5,C7y ..., Con_1 = 0. Llegamos a una contradiccién ya que co, 1 = % # 0, por lo
tanto, P(z) no existe y, por consiguiente, no existe R(z) que satisface la ecuacién
del teorema 2.2.1l De tal forma que f 22 1z 1o es elemental sobre C, condicién
suficiente para que no sea elemental sobre R. O

Proposicién 3.2.2. Si g(x) es un polinomio de grado mayor o igual a dos, la integral

/eg(x)dx no es elemental.

Prueba. Supongamos que la integral [e9*)dz es elemental. Por el teorema 221
existe una funcién R(z) racional tal que f(z) = R'(2) + R(2)g'(z). En este caso,
f(2) =1y g(2) es un polinomio de grado mayor o igual a dos, entonces, 1 = R'+ Ry’

Dado que R(z) € Q(z), se puede expresar como el fraccionario irreducible %.

Luego,
- (3) ()
o) "\@)’
|_PQ-PQ Py

e’ T Q
P'Q— PQ' + PQy

_ 2
Q* = PQ+PQy - PQ

Ya que Q|(P'Q + PQg’) entonces Q|PQ’. Como med(P, Q) = 1, entonces se puede
afirmar que @@’ pero esto solo es posible si @) es un polinomio constante que
llamaremos k. Ahora,

1

1=R +Rg

)+
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L1

1= tpilpy
Rl TR

k= P+ Pg

Evidentemente, ¢’ es un polinomio de grado mayor o igual a uno, al igual que P.
Por lo tanto, P’ + Pg’ no es un polinomio constante y no puede ser igual a k, esto
contradice la suposicién inicial y demuestra que la integral [ e9%)dz no es elemental.

O

La siguiente proposicién es la generalizacion de un resultado incluido dentro de
la bibliografia principal (véase [§] p.1,16).

kx
Proposicién 3.2.3. La integral | —dx, conn € ZT y k # 0 constante, no es
xn

elemental.
Prueba. Supongamos que i—]td:c es elemental. Aplicando el teorema [2.2.1], existe
una funcién R(z) = ggg con med(P, Q) =1 tal que f(2) = R'(2) + R(2)g'(2). En
este caso, f(z) = i g(z) = kz.

i*:(5)[%(5)j:3PQ-J%y+kPQ.

2" Q Q Q?

De esta forma obtenemos
Q*=2"(P'Q— PQ +kPQ)=2"P'Q — 2"PQ" + kz"PQ
y por lo tanto
Q(Q — 2"P' — kz"P) = —2"PQ' (3.2.2)
Supongamos que () posee una raiz o € C no nula de multiplicidad r > 1, tenemos
Q(z) = (z —a)"S(z), con S(a) # 0.

El lado izquierdo de la ecuacién (B.2.2)) es

(z—a)"S(Q — 2"P' — kz"P) = (2 — a)"T™N para algiin N € C|[z] tal que N(a) # 0y m > 0.
Y el lado derecho de la ecuacién es:

—2"[(z —)"S)'P = (=2"P)[r(z — )" 'S+ (z —a)"S'| = (—2"P)(z — )" [rS + (z — a)S’].
Ordenando los factores se tiene

(z— )" rS + (2 —a)S')(—2"P) = (z — )" "' D para algiin D € C[z] tal que D(a) # 0
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Igualando los lados izquierdo y derecho, la ecuacién ([B.2.2]) es
(= a)""N(2) = ( — a) "' D(2),

con N(a) # 0y D(a) # 0. Esto es una contradiccion, porque las multiplicidades
son distintas y concluimos que () posee una raiz compleja nula o = 0. Entonces @)
es de la forma cz” para algin ¢ € R. De esta forma de la ecuacién (B.22) toma la
forma

c2"(cz" — 2"P' — k2"P) = —2"P(cz")

Luego,
e — P+ kP) = —(2"P)(rz" ). (3.2.3)

Sea d = min{r,n} entonces
ey — Y P 4 kP)) = —r2" TP,

El grado de los polinomios en ambos lados de la ecuacién coincide si r+d =r+n—1
o d =n— 1. Esto quiere decir que min{r,n} = n — 1y, como tnica opcién, tenemos
que r = n — 1. Reemplazando en la ecuacion ([B.2.3)) obtenemos,

CZ2(n—1) _ Z(n—l)-i—n(Pl + k‘P) _ _(n o 1)3("_1)+"_1P

ast c2?"2 — 221 (P'+ kP) = (1 —n)2*""2P, y cancelando 2*"~? en ambos lados de
la igualdad tenemos
c—2(P'+kP)=(1-n)P.
Sea v := 1 — n entonces
c—z(P'+kP)=~P
y despejando ¢ tenemos
c=vP+ z(P' + kP).

Sea P(z) = Zf:o a;z' un polinomio de grado ¢. Por lo tanto, la expresién
vP + z(P'+ kP)

tiene grado [ + 1 y es igual al grado del polinomio constante ¢ es decir [ + 1 = 0,
lo cual es contradictorio. En conclusion, f(z) = R'(z) + R'(2)g¢'(z) no tiene solucién

R(z) en el cuerpo de funciones racionales sobre C y, para todo n € Z*, la integral
kz

— dz no es elemental. O
z

Proposicion 3.2.4. La integral /eez dx no es elemental.
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Prueba. Sea t = ¢®. Entonces dt = e® dx = tdx, luego, dz = t~* dt. Sustituyendo
dt
tenemos / et7, integral que no es elemental por la proposicién [3.2.3 O

Proposicién 3.2.5. La integral [vInzdz no es elemental.

Prueba. Sea t* =Inz, 2t dt = % Juego do = 2tz dt = 2te” dt. Entonces,
/ Vinz de = / 226" dt

Integral que no se puede expresar en términos elementales por la proposicién B.2.11

]
Proposicién 3.2.6. La integral [ ! dx no es elemental.
Vinz
Prueba. Andlogamente, tomando > = Inx
/\/lln_xdx: /zet2 dt.
Por la proposicion B.2.2], la integral no es elemental. O

Proposicién 3.2.7. La integral [ € _ dz no es elemental.
x

7

au2

e e
de = [
NG
., 2 . . . .
Dado que la funcion e no tiene primitiva elemental, la integral no se puede expresar
en términos elementales. O

udu = f26““2du.

Prueba. Sea u? = x, 2udu = dx entonces [

Proposicién 3.2.8. La integral [ \/ze™ dx no es elemental.

Prueba. De igual manera, tomando u? = x obtenemos

/\/Ee” dx = /2u2e““2 du

Por la proposicién B.2.T], no es elemental. O

El siguiente resultado es una generalizacién (véase [7] pag 302 e. 10).

Proposicion 3.2.9. La mtegml/ dy no es elemental para todo n € Z* y

In"(cy*)
¢,k # 0 constantes.
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1
Prueba. Probamos la no-elementaridad de la integral compleja / ——dw.
Log" (cwk)
Sea z = {/cw entonces dz = ¥/cdw o dw = %.

S o vy pas s g
Log"(cu®) ™" = | Tog" (\/w) ki Log"(Vew) kv ) Log'z /e

1
1
dz.
7/Log”z -

ek’
. . 1 "
Sea t = Log z. Derivando se obtiene dt = —dz y dz = zdt. Por otra parte, ¢ = z y
z

dz = e'dt . .
dz=r | —¢'dt
V/Log”z - ry/t"e

Integral que no es elemental por la proposicién B.2.3] por lo tanto, /

tenemos

Sea v :=

——d
" (cyh)
es elemental. O

El siguiente resultado es una nueva generalizacién (véase [7] pag 302 e. 11).

Proposicién 3.2.10. La integral /ln"(ln cy®)dy no es elemental para todo n € Z+
y ¢,k # 0 constante.

Prueba. La integral se puede reescribir como %\/E [ In"(kInz)dx sustituyendo por

x = {/cy. En particular, demostraremos que la integral compleja [ Log"(k Log z)dz
no es elemental. Usando el principio de inducciéon fuerte.

(i) Probamos la base inductiva n = 1,2 € Z*. Cuando n = 1, se tiene la integral
J Log(k Log z)dz y se aplica integracién por partes de la siguiente forma: sean
u = Log(kLogz) y dv = dz. Entonces du = v = z. Sustituyendo se
obtiene

1
z Log z y
1
ogz

dz

/Log(k Log z)dz = z Log(k Log z) — / 7

Pero la funciéon #gz no tiene primitiva elemental por la proposicién [3.2.9

Por lo tanto, la integral (para n = 1) no es elemental. Cuando n = 2, se
tiene la integral [ Log?(k Log 2)dz y, para la integracion por partes, aplicamos
2 Log(k Log z)

Loz 2 dzy v = z.

= Log*(kLogz) y dv = dz para obtener du =
Sustituyendo,

/Logz(k‘ Log z)dz = z Log?(k Log z) — 2 / ﬁ - Log(k Log z)dz
z
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Pero al aplicar integracién por partes nuevamente, las integrales / 7 dz'y

0gz
| Log(k Log z)dz (caso anterior) no son elementales. Por lo tanto, la integral
(para n = 2) no es elemental.

(ii) Supongamos que la proposicion (hipdtesis inductiva) vale para 1,2,...,n €
Z7", es decir,

/Logj(k Logz)dz con1l<j<n.

Probemos que se cumple para n + 1. Aplicando integracién por partes de la

misma forma que en el paso (i), tomando u = Log" ™ (k Log ) y dv = dz para
(n+1) Log™ (k Log z
zLog z

obtener du = Lz yoU =z

1
/Log"“(k: Log z)dz = zLog"™(kLog 2) — (n+1) / Toss’ Log" (k Log 2)dz.
0g 2

Al integrar por partes, cualquier eleccién del factor dv involucra una integral
con exponente j < n que, a su vez, no es elemental por la hipdtesis inductiva.
Por lo tanto, la integral con exponente n 4+ 1 no es elemental.

Por lo tanto, la proposicién es cierta para todo n € Z* O

El siguiente resultado es una forma canoénica que esta relacionada con las ante-
riores proposiciones.

Proposicion 3.2.11. La integral / e In"(Bx)dx no es elemental para todon € Z+
y a, B # 0 constantes.

Prueba. La integral compleja / e Log"(Bz)dz extiende a la primitiva de la fun-
cién real e In"(fz). Sea t = e**. Entonces, az = Logt, z = éLogt. Por lo tanto,

dt
bz = gLogt. Tomando v := g, Bz =~ Logt. Por otra parte, dz = o Obtenemos
«

a1
/tLog”(vLogt)— = —/Log"(vLogt)dt.
at «

Por la proposicion B.2.10, la integral resultante no es elemental. O

sen T
dx no es elemental.

Proposicion 3.2.12. La integml/



34 FUNCIONES Y PRIMITIVAS ELEMENTALES REALES

Prueba. Para ver que *-=

no posee primitiva elemental basta probar que la exten-
si6n compleja meromorfa *2* no posee primitiva elemental. Supongamos que existe
H(z) elemental tal que, H'(z) = *2=. Entonces la funcion F'(z) := —2iH (iz) seria

elemental. Como se tiene que

z —Zz

— €

F'(2) = 2H'(iz) = 220012 _ €

1z z

t—t! 1 1
= ——t~1 + =, podemos aplicar el teorema [2.2.2]
z z

Si tomamos t =¢e*y a =

z
de esta forma existen b_q,b; € C(z) tales que

1 1

;:bll‘l—bl y—;:bl_l—b_l.

Pero la ecuacién .
- = b’1 + by (3.2.4)

no tiene solucion y se demostrara a continuacion.
P
Sea by = 0 donde P,Q € Clz], deg(P) = n y deg(Q) = m. Despejando b y

dividiendo por b; en la ecuacién B.2.4] obtenemos

vy 1
bl n Zbl
Sustituyendo se tiene
1 1= Q 1= Q—zP
<P) zP 2P
Z _
Q
Sea T':= ) — zP un polinomio en C[z]. Entonces,
vy T
by zp

Utilizando el algoritmo de la division podemos encontrar polinomios ¢ y r tales que

T r b} r
2ot = tanto L = ¢4+ ——. 3.2.5
op (T op Yportamogs=cd o (3.2.5)

donde r = 0 o deg(r) < deg(zP) = n + 1. Por otra parte,
P'Q - PQ

W, PQ-PQ

by PQ - PQ

(3.2.6)
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Igualando las ecuaciones (3.2.3) y (8:2.6) obtenemos,
r T PQ—PQ
C —'— _— =
zP  zP PQ
Despejando el polinomio ¢

C:P/Q—PQ’_L_ZP/Q—ZPQ’_ rQ  zP'Q—2PQ —1rQ

PQ 2P zPQ 2PQ 2PQ
Dado que zPQ # 0,
czPQ = 2P'Q — 2PQ' —rQ luego 2PQ" = 2P'Q — rQ — czPQ.

De esto, se sigue que
2PQ" = 2P'Q —rQ — czPQ = Q(zP' —r — czP)

Finalmente, se procede a analizar el grado de los polinomios que componen la igual-
dad.

deg(zPQ’') = deg(Q(2P' — r — czP)) = deg(Q) + deg(zP" — r — czP)
Pero notemos que deg(zP’ —r — c¢zP) = deg(czP), con lo cual
deg(Q) + deg(zP" —r — czP) = m + deg(czP)
=m + deg(c) + deg(z) + deg(P)
=m+ 1+ n+ deg(c),
ademas
deg(2PQ") = deg(z) + deg(P) + deg(Q) =1+n+m—1=n-+m,

de esta forma m +n = m+n + 1 + deg(c), y por tanto 1 + deg(c) = 0. Lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto, el teorema [2.2.2] no se puede aplicar, y la funcién F
no es elemental, esto implica que H no es elemental. O

CoS &
dx no es elemental.

Proposicion 3.2.13. La integml/

Prueba. La demostracion sigue la misma idea aplicada en la proposicion B.2.12
coS Z
En este caso, al definir las funciones H'(z) := y F'(z) = 2H'(iz) y aplicar el
z

teorema [2.2.2] obtenemos las ecuaciones

1 1
;:bll—i-bl y;:bl_l_b—l

con b_y1,by € C(z). Pero la primera ecuacién no tiene solucién (como se habia visto
cos T
dx
x

no es elemental. O

anteriormente), por lo tanto, la funcién F' no es elemental y, a su vez, H = /
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Proposicién 3.2.14. La integral [ cosxInxdz no es elemental.

sen x
x

Prueba. Haciendo una sustitucion por partes a la integral f dx, tomamos u =

senz y dv = % y obtenemos

sen
/ dx:senxlnx—/cosxlnxdx

x
- . . senx

Con un pequeno despeje vemos que f cosx Inx dx equivale a senxInx — f dx

que no es elemental por la proposicion [3.2.12 O

Proposicién 3.2.15. La integral [senzInzdx no es elemental.

Prueba. Se sigue el procedimiento anterior, tomando la integral de la funcién
cosx
dz. 0J

X

Proposicién 3.2.16. Sea p € R[z] donde deg(p) > 2. Las integrales

/ senp(z)dz vy / cos p(z)dz.

no son elementales.

Prueba. En principio, se extienden las funciones en un dominio complejo, obte-
niendo asi, las funciones holomorfas sen p(z) y cos p(z) en un dominio complejo. Por

lo tanto,

eip(2) _ o—ip(2) eir(2) | o=ip(2)

————— ycosp(r)= ——F——
21 2

Sea g(z) = if(z). Multiplicando por 2i y 2 respectivamente

senp(z) =

2isenp(z) = 9% — 793y 2cosp(z) = €9 4 79,

Basta con analizar a = €9*) 4+ ¢79%) a partir del teorema 2-2.2 siendo ¢t = e9. Por
tanto o =t £ ¢! y existe by € C(z) tal que

bl + blg/ =1.

Pero la ecuacion no tiene solucién, previamente demostrado en la proposicion 3.2.2]
Por lo tanto, o no tiene primitiva elemental y, a su vez, las funciones senp(z) y
cos p(x). O

Proposicién 3.2.17. Sea p(z) = (x —aq) -+ - (x — av,) con a; # 0. La integral

/%daj

no es elemental.
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Prueba. Supongamos que la funcion meromorfa tiene primitiva elemental.

p(z)
Aplicando el teorema 2.2.3] existe una funcién R tal que
L — E + R
plz) 2
Por lo tanto,
po_t ¢
p(z) =z

Integrando los miembros de la igualdad

1 c 1
R:/—dz—/—dz:/n—dz—cLogz.
p(2) Z Hi:1(2 — ;)

Usando la siguiente identidad (véase [6])

A) &~ G A(By) A(B;)
_ donde ¢; = _
B0 &8 T - PG
k#j
1<k<n

donde A(z) y B(z) son polinomios con deg(A(z)) < deg(B(z)). Escrito de otra forma
A N AB) 1
Be) =BG oA

Tomando A(z) =1y B(z) = p(z) obtenemos

n

SN | 1 Log(z — «) -
R:/ : dz—CLlogz=Y ———72 clLogz+k.
; P(y) (z— ) ; P(ay)

Llegando a una contradicciéon ya que R no es racional, por lo tanto, la integral no
es elemental. O

Proposicién 3.2.18. La integral [ arcsec? x dx no es elemental.

Prueba. Debemos demostrar que la integral compleja [ arcsec? zdz no es elemental.

) ) 2 arcsec 2z
Sustituyendo por partes con las variables u = arcsec? z, du = ————— y v = 2 se

22 —1

obtiene

arcsec z
/arcsec2 zdz = uv — /vdu = (zarcsec® z) — 2/ dz.

22 -1



38 FUNCIONES Y PRIMITIVAS ELEMENTALES REALES

3 _ _ dz
Haciendo t = arcsec z, dt = Vs ml tenemos que

dz = 2V 2% — 1dt = (sect)Vz? — 1dt

y obtenemos

(sect)vz? — 1dt

arcsec z
(zarcsec? z) — 2 / 2710[ = (zarcsec? z)
2 _

-2 =
= (zarcsec® z) — 2/tsectdt.

2
Como sect = ———,
e—zt + ezt
2
(z arcsec? z) — 2 /tsec tdt = (z arcsec? z) — Q/t%
e—zt + ezt

6—zt ‘l‘ 6”’

t
= (zarcsec? z) — 4/ ——dt
Sea 0 = €' entonces t = —i Logf y dt = %d@. Reemplazando, obtenemos

9 t B 9 —iLogf —i
(z arcsec” z) —4/mdt— (zarcsec” z) — 4 yE— 70[6’

Luego,
Log0
/ arcsec? zdz = (zarcsec® z) + 4 / o8 5 ——d#.

Pero la integral resultante no es elemental, por la proposicién B.2.17 Por lo tanto,

2

la funcién arcsec® x no posee primitiva elemental.

En el pasado procedimiento, se pudo observar que la integral f tsectdt era la

consecuencia de la aparicion clara de una integral no elemental relacionada con las

proposiciones anteriores, por lo tanto, esta integral sera incluida en la tabla final.

Proposicién 3.2.19. La integral [ arccsc? x dx no es elemental.

Prueba. La prueba se sigue de la proposicion [3.2.18 donde aparecera la integral

[ tesctdt.

El siguiente teorema garantiza la falta de primitiva elemental de ciertas funciones
algebraicas acompanadas por un radical. Sin embargo su utilidad se evidenciara en

ciertas integrales de funciones trigonométricas (véase [7] pagina 305).
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Teorema 3.2.20 (Teorema de Chebyshev). Seanp,q,r € Q ya,b € R cona,b,r #0

entonces [ xF(a + bx")!dx es elemental si y solo si %, q o 5’% + q es un entero.

Proposicién 3.2.21. La integral [\/senxzdx y [ \/cosxdx no es elemental.

1
Prueba. Sea u = senz. Entonces dv = ——du y

iow
/\/senxdx:/ul/z(l—uz)_% du

Aplicando el teorema de Chevishev con p = 1/2,¢ = —1/2,7 = 2, vemos que los

numeros ’%1, qy p—JTfl + ¢ no son enteros, por lo tanto, la funciéon y/sen x no tiene

primitiva elemental. Andlogamente, la funciéon y/cosx no tiene primitiva elemental.
O

No se puede decir lo mismo de f Vtanx dxr ya que posee primitiva elemental.
Tomando u = v/tan z, arctan(u?) = z luego dz = 2u(1 + u*)~*du. Por lo tanto,

/\/tanxd:c = 2/u2(1 +u') " dx.
En este caso, la potencia g del polinomio 1+u* es —1 entero, por lo tanto, se cumple
el teorema de Chevishev afirmativamente.

Proposicién 3.2.22. La integral [ \/arcsenx dz no es elemental.

Prueba. Sea u? = arcsenz, v = sen(u?), dv = 2u cos(u?)du. Por lo tanto,

/\/arc senzdr = 2/u2 cos(u?) du

Esta integral no se puede expresar en funciones elementales, ya que cualquier susti-
tucién involucra a la integracién de las funciones sen(u?) du y cos(u?) du, las cuales,
no tienen primitiva elemental. O

Proposicién 3.2.23. La integral [ \/arccosz dx no es elemental.
Prueba. Andlogamente a la proposicién B.2.22, tomando u? = arc cos . O

A partir de todas las funciones trabajadas podemos abstraer otras integrales no
elementales. En este caso, analizando la no-elementaridad de las funciones inversas
se pueden obtener nuevos resultados. Sean f y f~! funciones sobre un intervalo
cerrado [a, b]. Entonces,

[ H@)de=af@)~ [ af@)de=af(@)- [ £7(5) @) do = 2f(@)=G (@)

donde G(z) = [ f~(z) du.
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Teorema 3.2.24. Si f y f~! son funciones elementales sobre algiin intervalo ce-
rrado entonces [ f(x)dx es elemental si y solo si [ f~'(x)dx es elemental.

A partir de esto, se obtienen los siguientes resultados.

Proposicion 3.2.25. La integral fee%dx no es elemental.

vE . . n N
tiene inversa, es In"(Inz) cuya primitiva no es elemental
por la proposicion 3.2.10 O

n,
Prueba. La funcion e

Proposicién 3.2.26. La integral fe”%/E dx

IR 1 . o
Prueba. La funcién e V= es inversa de —— que no tiene primitiva elemental por

la proposicién [3.2.9. O

Proposicién 3.2.27. La integral [ sec(y/x)dx no es elemental.

Prueba. La proposicion B.2.18 muestra que la funcién arcsec? z no tiene primitiva

elemental y, a su vez, su inversa es sec /. O
Proposicién 3.2.28. La integral [ csc(y/z)dz no es elemental.

Prueba. Si f(x) = csc(y/x), f~! = arccsc? z. Por la proposicién B.2.19] la funcién
inversa no es elemental. 0J

Proposicién 3.2.29. Las integrales [ arcsen(z?)dz y [ arccos(x?)dz no son ele-
mentales.

Prueba. Ya que sus funciones inversas son v/sinz y +/cosx, la proposicién [3.2.21]
indica que no tienen primitiva elemental. O
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‘ FUNCIONES SIN PRIMITIVA ELEMENTAL ‘ CRITERIO ‘
ek Proposicién B.2.3]
—conn€Z yk#0
xn
221172 con n € 7, v a0 Proposicién B.2.1]
eP@) con deg(p(z)) > 2 Proposicion [3.2.2]
e Proposicién [3.2.4]

Proposicién 3.2.9]
T conn € ZT y ¢, k # 0 constantes
In" cy
Inx Proposicién [3.2.5]
1 Proposicién B.2.6
Vinz
e Proposicién [3.2.7]
N
Proposicién [3.2.8
\/Eea:v
In"(Incy*) con n € Z* y ¢,k # 0 constantes Proposicion 3.2.10
e In"(Bx) conn € Zt y a, f#0 Proposicion B.2.17]
sen x Proposicién B.2.12
x
cos T Proposicién B.2.13
x
senzlnzx Proposicion 8.2.15]
cosxInx Proposicién B.2.14]
sen(p(z)) con degp(z) > 2 Proposicion [3.2.10]
cos(p(r)) con degp(z) > 2 Proposicion [3.2.16]
1 Proposiciéon B.2.17
T con pla) = (z — )+ (x — @) y 0y £ 0 b
p(x)
arcsec’ Proposicién B.2.18
2P(a+bx")? con p,q,r € Q, a,b,r € R* y pjf—l, q, Teorema [3.2.20)]

P +qd L

Cuadro 3.2: Funciones que no poseen primitiva elemental.
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‘ FUNCIONES SIN PRIMITIVA ELEMENTAL ‘ CRITERIO ‘
arcesc? x Proposicién
T secT Proposicién B.2.18
T CSC X Proposicion [3.2.19
Vsenx Proposicion [3.2.21]
\/cosx Proposicién B.2.21]
Varcsenx Proposicién [3.2.22]
\/arc cos Proposicién [3.2.23]
ee V* Proposicién [8.2.25
en%/; Proposicién [8.2.20
sec(y/) Proposicion [3.2.27]
cse(v/1) Proposicién B.2.28
arcsen(z?) Proposicién 3.2.29

Proposicién 3.2.29

arc cos(z?)

Cuadro 3.3: Funciones que no poseen primitiva elemental.
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